= 


SRFü5brTuA DA 






M 
程序 


算法 和 数据 结构 
PERETE E Sataa di Li 


ñ EN q F 
= Mi š g 


DRT %X ` 


TER d 








abiha 


eS 


| 
a j= === jm = > 


T 中 中 KAREN $ a 


w sm 
=a pmza «om 
- mms in 


| W m= sm. 





Wu PY 





程序 设计 


算法 和 数据 结构 
Pp taaytig: KL 


G N 


TRG meet a 





图 灵 竹 所 设计 从 书 KLH 


挑战 
程序 ixit 


a 


世界 顶级 程序 设计 高 手 的 经 验 总 绍 
ACM=-ICPC 全 球 总 冠军 巫 泽 俊 主 译 


[E] HER 岩 田 阳 一 北川 宜 答 著 
巫 泽 俊 庄 俊 元 李 津 羽 译 
陈 aS j + M 


Wu 


N FERI BJE — 


VVWVWV.IM MM [k MO com 











Wa 


日 本 ACM-ICPC 参 赛 者 人 手 一 册 
世界 顶级 程序 设计 高 手 联手 打造 


文 秋 叶 拓哉 wiiwi 


Google Code Jam 2010 第 9 名 
ACM-ICPC World Finals 2012 第 11 名 
TopCoder Open 2012 Algorithm 第 4 名 


女 宕 田阳 一 昵称 wata 


Google Code Jam 2009 第 3 名 
TopCoder Open 2010 Marathon 冠军 
IPSC 2010 个 人 组 冠军 


xdb) | IELA 昵称 kita_masa 


ACM-ICPC World Finals 2010 第 16 名 


S 书 装 设计 


83720326@99.com 





aE 


图 灵 社 区 : www .ituring.com.cn 

新 浪 微 博 : @ 图 灵 教 育 @ 图 灵 社 区 

反馈 /投稿 /推荐 信箱 : contact@turingbook.com 
热线 : ls 





Www.noOnchaeao.cCoOnI1 


° 
Www. ituring.com.cn 


四 


女巫 泽 俊 了 昵称 watashi 和 rejudge 


ACM-ICPC World Finals 2009 第 6 名 
ACM-ICPC World Finals 2011 冠军 
Google Code Jam 2012 第 7 名 


女 庄 俊 元 昵称 navi 和 navimoe 


ACM-ICPC Asia Phuket Regional 2011 冠军 
2012 年 跻身 ACM-ICPC World Finals 
以 及 百度 Astar 总 决赛 


太 李 津 羽 


浙江 大 学 2011 级 计算 机 系 博士 生 
在 浙大 CAD&CG 实 验 室 从 事 科 研 工 作 





3201 


Pij 978-7-115-32010-0 
定价 : 79.007 


EJ = Ë 


挑战 
加 AL L. 
FEFFIZ IT 


TFR 庄 俊 元 FEA 译 
PK RS E E W E 


IKLAN 
B h 
人 民 邮 电 出 版 社 


RUBE (Z 
VVWVW.IM MM han. com 





图 书 在 版 编目 CC I P) 数据 


挑战 程序 设计 竞赛 : 第 2 版 / (H) 秋 叶 拓哉 ， (日 ) 
岩 田阳 一 ， (日 ) IERE ;， 巫 泽 俊 ， 庄 俊 元 ， 李 津 羽 
译 . 一 北京 : 人 民 邮 电 出 版 社 ，2013. 7 

(图 灵 程 序 设计 从 书 ) 

ISBN 978-7-115-32010-0 


I. Ohee H. Oke 四 岩 … 图 北 … OE- OE 
… @@ 李 … HL. 程序 设计 IV. GTP311. 1 


中 国 版 本 图 书馆 CIP 数 据 核 字 (2013) 第 115495 号 


Programming Contest Challenge Book, The Second edition 

Copyright © 2010, 2012 Takuya Akiba, Yoichi Iwata, Masatoshi Kitagawa 

Chinese translation rights in simplified characters arranged with Mynavi Corporation 
through Japan UNI Agency, Inc., Tokyo 


本 书 中 文 简体 字 版 由 Mynavi Corporation 授权 人 民 邮 电 出 版 社 独家 出 版 。 未 经 出 版 者 书面 许可 ， 不 得 以 
任何 方式 复制 或 抄袭 本 书 内 容 。 
版 权 所 有 ， 侵 权 必 究 。 
内 容 提要 


本 书 对 程序 设计 竞赛 中 的 基础 算法 和 经 典 问题 进行 了 汇总 ， 分 为 准备 篇 、 初 级 篇 、 中 级 篇 与 高 级 篇 4 
章 。 作 者 结合 自己 丰富 的 参赛 经 验 , 对 严格 筛选 的 110 多 道 各 类 试题 进行 了 由 浅 入 深 、 由 易 及 难 的 细致 讲解 ， 
并 介绍 了 许多 实用 技巧 。 每 章 后 附 有 习题 ， 供 读者 练习 ， 巩 固 所 学 。 

本 书 适合 程序 设计 人 员 、 程 序 设计 竞赛 爱好 者 以 及 高 校 计算 机 专业 师 生 阅读 。 

+ [H] 秋 叶 拓哉 ” 岩 田 阳 一 ”北川 宜 答 

MAR ERE FEH 
K R S jë + A 

责任 编辑 乐 s 

执行 编辑 徐 赛 

责任 印 制 ” 焦 志 炜 
儿 人 民 邮 电 出 版 社 出 版 发 行 ”北京 市 崇文 区 夕照 寺 街 14 号 

邮编 100061 ”电子 邮件 315@ptpress.com.cn 

网 址 http://www.ptpress.com.cn 

北京 中 新 伟业 印刷 有 限 公司 印刷 
e 开本 : 800X1000 1/16 


RK 


EPIK: 26.5 

字数 : 626 FF 2013 年 7 月 第 1 版 

印 数 ，1 一 4 000 册 20134F 7 月 北京 第 1 次 印刷 
著作 权 合同 登记 号 ”图 字 : 01-2012-6696 号 


定价 : 79.00 元 
读者 服务 热线 : (010510951864604 FREA: (010)67129223 
反 盗 版 热线 : (010)67171154 
广告 经 营 许可 证 : 京 崇 工商 广 字 第 0021 号 


ka 再 潮 书库 (7 


www.nonc hao. comi 


译 者 F 


程序 设计 竞赛 因 其 涉及 的 知识 面 广 ， 比 赛 形式 激烈 有 趣 ， 吸引 了 越 来 越 多 的 学 生 参 与 其 中 。 参 赛 
者 不 但 可 以 从 中 锻炼 算法 设计 能 力 , 还 能 够 提高 代码 编写 能 力 。 其 中 的 佼佼 者 也 受到 了 越 来 越 多 
国际 知名 公司 的 重视 和 欢迎 。 


本 书 的 几 位 作者 是 世界 公认 的 顶尖 选手 , 在 竞赛 和 学 术 领 域 都 取得 了 令 人 瞩目 的 成 就 。 他 们 结合 
自己 的 专业 知识 和 比赛 经 验 ， 将 自己 的 心得 和 技巧 集结 成 书 。 


全 书 将 不 同 的 算法 和 例题 按 专 题 编排 成 小 节 , 再 将 不 同 的 小 节 由 易 到 难 分 成 四 章 , 这 样 即便 是 初 
出 茅 庐 的 新 手 也 不 会 有 太 大 的 阅读 障碍 。 书 中 涵盖 了 在 程序 设计 竞赛 中 会 用 到 的 大 多 数 算法 和 技 
巧 , 并 在 附录 中 补充 了 书 中 未 介绍 但 也 比较 有 用 的 算法 。 在 题材 的 安排 上 ,作者 取舍 得 当 ， 主 次 
分 明 , 循序 渐进 , 不 以 华而不实 的 奇 技 淫 巧 误导 读者 ,又 具有 一 定 深度 ,相信 即便 是 经 验 丰 语 的 
老将 同样 能 从 书 中 有 所 斩获 。 本 书 在 结合 例题 进行 讲解 时 ,不 是 简单 地 堆砌 问题 和 代码 ,而 是 注 
重 引 导读 者 更 好 地 理解 和 运用 算法 来 分 析 解 决 问 题 。 对 于 正在 学 习 数 据 结构 与 算法 的 读者 而 言 ， 
把 它 作为 一 本 练习 和 拓展 的 参考 书 也 是 很 好 的 选择 。 


本 书 在 日 本 广 受 好 评 ， 还 先后 在 台湾 地 区 和 韩国 出 版 。 近 年 来 程序 设计 竞赛 在 亚洲 发 展 很 快 , 在 
中 国 大 陆 也 出 版 了 不 少 相关 书籍 ， 但 鲜 见 高 质量 的 佳作 。 所 以 ， 在 读 到 此 书 时 ， 我 们 非常 惊喜 ， 
迫切 希望 中 国 大 陆 也 能 引进 这 样 的 好 书 。2012 年 初 , 我 们 通过 作者 的 推 特 了 解 到 了 本 书 第 二 版 的 
出 版 , 一些 前 辈 们 踊跃 翻译 计算 机 专业 书籍 的 经 历 也 鼓舞 了 我 们 , 让 我 们 萌生 了 亲自 翻译 此 书 的 
念头 并 联系 了 图 灵 教 育 。 非 常 幸运 的 是 ， 图 灵 教 育 也 正 考虑 引进 此 书 ， 于 是 有 了 今天 呈现 在 各 位 
读者 面前 的 简体 中 文 版 。 


在 翻译 上 , 我 们 力求 做 到 既 尊 重 国内 选手 的 习惯 ,又 符合 计算 机 专业 的 表述 。 在 修正 原 书 中 的 一 
些 笔 误 的 同时 ， 加 入 了 一 些 译 者 注 ， 以 方便 国内 读者 理解 。 但 由 于 译 者 水 平 有 限 , 不 足 之 处 在 所 
难免 ， 还 望 读者 多 多 包涵 ， 并 不 音 提 出 意见 和 建议 。 
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在 翻译 过 程 中 , 秋 叶 折 哉 、 岩 田阳 一 和 北川 宜 稚 三 位 作者 耐心 地 对 我 们 的 一 些 疑问 和 笔 误 给 予 了 
一 一 解答 和 确认 。 浙 江 大 学 的 陈 越 、 王 灿 和 翁 恺 三 位 老师 不 但 将 我 们 领 进 了 “快乐 " 竞赛 的 大 门 ， 
还 拨 见 审阅 了 译 稿 并 提出 了 宝贵 的 意见 。 网 上 不 少 同好 也 对 本 书 的 出 版 给 也 了 关切 和 支持 。 在 此 
谨 对 他 们 表示 感谢 。 


巫 泽 俊 khi 李 津 羽 
2013 年 5 月 6 日 于 浙江 大 学 
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如 今 ， 形形色色 的 程序 设计 竞赛 层出不穷 ， 听 说 过 Google Code Jam 、TopCoder、ACM-ICPC 的 读 
者 慌 怕 不 在 少数 。 本 书 要 介绍 的 正 是 这 类 以 在 规定 时 间 内 、 又 快 又 准 地 解决 尽 可 能 多 的 题目 为 目 
标的 程序 设计 竞赛 。 


程序 设计 竞赛 内 涵 丰 富 ， 即 便 是 经 验 老 道 的 程序 员 ， 要 想 在 比赛 中 取得 好 成 绩 也 绝 非 易 事 。 要 在 
程序 设计 竞赛 中 取胜 , 不 仅 需要 运用 灵活 的 想象 和 丰富 的 知识 得 出 正确 的 算法 , 还 需要 一 气 呵 成 
地 实现 并 调试 通过 。 


另 一 方面 ， 程 序 设计 竞赛 对 新 手 而 言 亦 非 遥 不 可 及 。 为 了 让 更 多 的 参赛 选手 体会 到 比赛 的 乐趣 ， 
大 多 数 比赛 都 会 准备 若干 面向 初学 者 的 题目 。 另 外 ， 即 便 未 能 在 比赛 中 取得 好 成 绩 ， 通 过 比赛 ， 
也 能 够 使 自己 的 能 力 得 到 有 效 的 锻炼 。 最 重要 的 是 ， 大 家 能 够 享受 到 激烈 的 比赛 带 来 的 乐趣 。 
本 书 的 作者 们 参加 过 众多 程序 设计 竞赛 , 在 平时 的 练习 和 学 习 中 , 也 获得 了 各 种 各 样 的 知识 与 技 
J, 本 书 将 这 些 知识 技巧 总 结 成 册 ， 主 要 介绍 算法 及 其 在 相关 问题 中 的 应 用 。 本 书 依照 由 易 及 难 
的 顺序 对 问题 进行 讲解 , 章节 的 编排 也 参考 了 主题 的 难 易 程度 及 其 相互 的 联系 , 内 容 较 多 的 主题 
则 按 难 易 程度 划分 为 多 个 子 主题 分 别 介绍 。 各 个 主题 由 算法 介绍 和 例题 讲解 穿插 而 成 。 

只 要 是 具有 编程 基础 知识 的 读者 ， 均 适合 阅读 本 书 。 书 中 的 源 代码 均 用 C+ 实现 ,不 过 只 用 到 了 
其 基本 功能 ， 所 以 即便 读者 不 熟悉 C++ 也 不 影响 阅读 。 


【关于 再 版 】 


令 人 惊喜 的 是 ， 本 书 的 第 1 版 受到 了 广大 读者 的 高 度 评价 ， 在 此 表示 感谢 。 特 别 是 一 些 并 不 热衷 
于 程序 设计 竞赛 的 读者 也 购买 了 本 书 。 这 是 因为 通过 本 书 不 仅 可 以 学 到 算法 , 更 能 学 到 其 设计 和 
运用 的 思想 。 这 正 是 本 书 划时代 的 亮点 。 

本 书 第 ?版 追加 了 计算 几何 、 搜 索 减 枝 、 分 治 法 和 字符 串 相关 算法 4 个 主题 。 此 外 还 追加 了 方便 读者 
加 深 理解 的 练习 题 ， 并 为 学 有 余力 的 读者 列 出 了 书 中 未 涉及 的 拓展 主题 ， 进 一 步 丰富 了 本 书 内 容 。 
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2 第 1 章 蓄 势 待 发 一 一 准备 篇 
1.] meritas 


串 首 先 ， 让 我 们 来 说 明 一 下 程序 设计 竞赛 到 底 是 什么 ， 

顾名思义 ,程序 设计 竞赛 就 是 以 程序 设计 为 主题 举办 的 竞赛 。 世 界 上 有 人 解 题 竞赛 、 性 能 竞赛 、 创 
意 竞赛 等 各 种 各 样 的 程序 设计 竞赛 。 本 书 主要 介绍 解 题 竞 赛 。 

解 题 竞赛 在 开始 时 会 告知 选手 题目 的 数量 , 选手 的 目标 是 解决 其 中 尽 可 能 多 的 题目 。 程序 设计 竞 
赛 中 题目 的 形式 如 下 。 


抽 € 


你 的 朋友 提议 玩 一 个 游戏 : 将 写 有 数字 的 下 个 纸 片 放 入 口袋 中 , 你 可 以 从 口袋 中 抽取 4 次 纸 
片 ， 每 次 记 下 纸 片 上 的 数字 后 都 将 其 放 回 口袋 中 。 如 果 这 4 个 数字 的 和 是 m， 就 是 你 赢 ， 否 
则 就 是 你 的 朋友 赢 。 你 挑战 了 好 几 回 ， 结果 一 次 也 没 赢 过 ， 于 是 既而 撕 破 口 代 ,， 取出 所 有 纸 
片 ， 检 查 自己 是 否 真 的 有 赢 的 可 能 性 。 请 你 编写 一 个 程序 ， 判断 当 纸 片上 所 写 的 数字 是 ki 
;,…, 此 时， 是 否 存 在 抽取 4 次 和 为 m 的 方案 。 如 果 存 在 ,输出 Yes; 否则 ， 输 出 No 








r35 
"Ë H H 





输出 


Yes ( 例如 4 次 抽取 的 结果 是 1、1、3、5， 和 就 是 10 ) 
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1.1 何谓 程序 设计 竞赛 3 


8 


输入 

n=3 

m=9 

k = (L, 3; 5) 
输出 


No ( 不 存在 和 为 9 的 抽取 方案 ) 


求解 这 个 问题 ， 可 以 编写 如 下 程序 。 
#include <cstdio> 


const int MAX_N = 50; 


int main() ( 
int n, m, k[MAX_N]; 


// 从 标准 输入 读 入 

scanf ("%d %d", &n, &m); 

for (int i = 0; 1 < n; i++) 1 
scanf ("%d", &k[i]); 

} 


// 是 否 找 到 和 为 m 的 组 合 的 标记 
bool f = false; 


// 通过 四 重 循环 枚 举 所 有 方案 
for (int a = 0; a < n; a++) { 
for (int b = 0; b < n; b++) 1 
for (int c = 0; ë < mn; ++) ( 
for (int d = 0; d < n; d++) ( 
if (k[a] + k[b] + kic] + kid] == m) { 
f = true; 


// 输出 到 标准 输出 
if (f) puts("Yes"); 
else puts("No"); 


return 0; 


在 许多 比赛 中 , 源 代码 一 经 提交 就 会 自动 编译 并 运行 。 预先 准 备 好 的 输入 文件 将 被 重 定向 作为 程 
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准备 篇 
序 的 标准 输入 。 通 过 判断 程序 对 应 的 输出 是 否 正 确 ， 来 判断 解答 是 否 正 确 。 


当然 ,程序 的 运行 是 有 时 间 限 制 的 。 在 大 多 数 比 赛 中 ,运行 时 间 限 制 在 若干 秒 。 一 旦 程序 运行 的 
时 间 超 过 了 限制 ,程序 就 会 被 强行 结束 ， 当 做 不 正确 的 解答 处 理 。 因 此 , 在 比赛 中 还 必须 考虑 高 


效 的 解法 。 
例如 ， 本 题 中 有 1 < n < 50 这 个 条 件 ， 像 上 面 那样 单纯 的 四 重 循环 的 程序 ， 不 用 1 秒 就 能 得 出 
答案 。 


但 是 ， 如 果 变 成 1 < n < 1000 又 会 怎样 呢 ? 四 重 循环 的 程序 即便 运行 很 多 秒 也 不 会 结束 ， 这 将 被 
判 为 不 正确 。 不 过 ， 这 道 题 有 更 为 高 效 的 解法 ， 即 便 是 1 < n < 1000 的 情况 ， 也 能 够 按 要 求 求解 
(将 在 1.6 节 中 再 讨论 )。 


由 此 ， 可 以 说 程序 设计 竞赛 是 综合 了 以 下 两 个 要 素 的 复合 竞赛 : 


m 设计 高 效 且 正确 的 算法 
m 正确 地 实现 


并 且 ， 为 了 设计 算法 ， 


m 灵活 的 想象 力 
m 算法 的 基础 知识 


也 是 必 不 可 少 的 。 
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12 最 负 盛 名 的 程序 设计 竞赛 5 


eeeeeeseeeseesesessessesesessessseeeesesesessesssesesesessesssessssesssssssesseseseseeseesseseeseeeseeesee 


只 程序 设计 竞赛 有 着 各 种 各 样 的 形式 ， 在 此 ， 我 们 来 介绍 其 中 最 负 盛 名 的 几 个 。 


1.2.1 世界 规模 的 大 赛 一 Google Code Jam (GCJ) 


它 是 Google 公 司 几 乎 每 年 都 会 举办 的 世界 规模 的 程序 设计 苋 赛 , 参赛 者 要 在 2~3 小 时 内 解决 大 约 4 
道 题 。 一 旦 从 在 线 (Online ) 进行 的 几 轮 预选 中 胜出 ， 就 能 够 参加 现场 ( Onsite ) 总 决赛 。 该 赛 
事 的 特点 是 ， 每 道 题 都 备 有 Small 和 Large 两 组 输入 数据 。 即 便 是 难度 系数 较 大 的 问题 ， 只 要 输入 
规模 足够 小 ， 依 然 可 以 简单 地 求解 ， 这 一 形式 深 受 广大 参赛 者 的 喜欢 。 另 外 ，GCJ 并 不 在 服务 器 
上 自动 执行 程序 ， 而 是 要 求 将 源 代 码 和 本 地 执行 的 结果 一 同 提交 。 


1.2.2 ”向 高 排名 看 齐 ! — TopCoder 


TopCoder 公 司 是 一 家 策划 并 举办 程序 设计 竞赛 的 公司 , 它 举 办 的 比赛 涉及 多 个 领域 。 其 中 之 一 就 
是 算法 (Algorithm ) 比赛 ， 该 赛事 大 致 每 周 都 以 RM (Single Round Match ) 的 形式 举办 一 场 ， 
其 具有 以 下 特点 。 


(1) 在 1 小 时 15 分 钟 的 短 时 间 内 挑战 3 道 题 。 

(2) 提交 的 结果 在 比赛 结束 前 是 不 知道 的 ， 整 个 过 程 中 稍 有 失误 ， 就 会 变 成 0 分。 

(3) 在 编码 阶段 (coding phase ) 结束 后 ， 还 有 一 个 挑战 阶段 ( challege phase )。 该 阶段 可 以 查找 别 
人 代码 中 的 漏洞 。 如 果 能 够 提供 一 组 输入 数据 ， 使 别人 的 程序 返回 错误 的 结果 ， 就 能 得 到 额 
外 的 分 数 。 


其 中 第 3 条 是 该 赛事 独一无二 的 特点 ", 也 是 阅读 别人 代码 的 好 机 会 。TopCoder 还 有 一 个 深 受 大 家 
喜欢 的 等 级 分 系统 (rating system )， 它 会 依据 SRM 的 结果 给 参赛 选手 排名 。 另 外 ，TopCoder 还 会 
举办 一 年 一 度 的 TCO (TopCoder Open ) 公开 赛 。 一 旦 从 在 线 进 行 的 几 轮 预选 中 胜出 ， 就 能 够 参 
加 在 拉 斯 维 加 斯 ”举办 的 总 决赛 。 


中 随后 提 到 的 Codeforces 也 参考 TopCoder 提 供 了 类 似 但 不 完全 一 样 的 hack 功 能 。 一 一 译 者 注 
@ 最 初 几 年 ，TCO 的 决赛 地 点 都 在 拉 斯 维 加 斯 ， 不 过 自 2011 年 起 ， 每 年 的 决赛 都 选择 在 美国 不 同城 市 举办 ， 如 好 莱 坞 、 
奥兰多 和 华盛顿 。 一 一 译 者 注 
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12.3 ”历史 最 您 久 的 竞赛 一 ACM-ICPC 


ACM-ICPC 是 由 美国 计算 机 协会 ( ACM ) 主办 的 、 面 向 大 学 生 的 竞赛 , 也 是 历史 最 悠久 的 程序 设 
计 竞赛 。 这 是 一 个 三 人 一 队 的 团队 比赛 ， 选 手 要 在 5 个 小 时 内 解决 大 约 10 道 题 。 因 为 比赛 中 三 名 
选手 共用 一 台电 脑 , 题 量 又 比 其 他 赛事 多 ,并 且 多 是 一 些 实现 复杂 的 问题 ,所 以 团队 配合 显得 异 
常 重要 。 想 要 从 日 本 参加 该 项 赛事 , 首先 要 参加 在 线 进行 的 国内 预选 赛 , 胜出 后 才能 参加 亚洲 区 
域 赛 ， 取 得 前 几 名 的 好 成 绩 后 才能 够 参加 世界 总 决赛 。” 


1.2.4 面向 中 学 生 的 信息 学 奥林匹克 竞赛 一 一 JOI-IOI 


言 息 学 奥林匹克 竞赛 是 学 科 奥 林 匹 克 竞 赛 的 一 种 , 是 以 初中 生 和 高 中 生 为 参赛 对 象 的 程序 设计 竞 
赛 。 在 日 本 ， 首 先 要 参加 日 本 信息 学 奥林匹克 竞赛 ， 取 得 优异 成 绩 后 ， 才 能 作为 日 本 国家 队 选 手 
参加 国际 信息 学 奥林匹克 竞赛 。 ”其 他 比赛 都 需要 尽 可 能 快 地 解决 尽 可 能 多 的 问题 ， 而 信息 学 奥 
林 匹 克 竞 赛 只 要 在 规定 时 间 内 求解 问题 即 可 ， 成 绩 与 所 用 时 间 无 关 ， 但 是 它 相 对 其 他 比赛 而 言 ， 
求解 每 道 题 所 花 的 时 间 要 长 得 多 ,虽然 是 面向 中 学 生 的 比赛 , 每 年 所 出 问题 的 难度 却 是 非常 高 的 。 


12.5 ”通过 网 络 自动 评测 一 一 Online Judge (OJ) 


在 互联 网 上 ， 有 一 些 被 称 为 Online Judge 的 系统 ， 它 们 能 够 自动 评测 以 往 程 序 设 计 竞 赛 中 的 题目 。 
利用 该 系统 就 可 以 练习 了 。 另 外 ， 其 中 一 些 Online Judge 也 会 定期 举办 自己 的 比赛 ， 不 妨 去 参加 
一 下 。 在 此 列举 几 个 有 名 的 Online Judee 


m PKU Online Judge ( POJ ) 一 一 http://poj.org/ 


题库 中 有 大 量 的 题目 。 

m 会 津 大 学 Online Judge ( AOJ ) 一 一 http://judge.u-aizu.ac.jp/onlinejudge/ 
还 包含 日 语 题 。 

m Sphere Online Judge ( SPOJ ) ——ttp://www.spoj.pl/ 
允许 使 用 各 种 各 样 的 编程 语言 。 


SGU Online Contester——http://acm.sgu.ru/ 

具有 模拟 参加 历史 比赛 的 虚拟 赛 功 能 。 

UVa Online Judge 一 一 http:/uva.onlinejudge.org/ 

老字号 Online Judge， 经 常 举办 比赛 。 

Codecorces http://codeforces.com/ 

与 TopCoder 一 样 定期 举办 比赛 ， 又 同 其 他 网 站 一 样 不 断 维护 历届 题库 。 





Q) 中 国 大 陆 的 大 学 生 若 想 晋 级 世界 总 决赛 ， 通 常 也 需要 参加 大 陆 任意 赛区 的 网 络 预赛 和 现场 区 域 赛 并 获得 前 几 名 。 当 然 
根据 规则 也 有 可 能 从 亚洲 其 他 地 区 获得 出 线 权 ,其 具体 规则 比较 复杂 并 可 能 不 断 变化 , 大 家 可 以 从 网 上 获得 最 新 的 规 
则 。 一 一 译 者 注 

@ 中 国 大 陆 的 中 学 生 首先 要 闻 过 全 国联 赛 ( NOIP )、 全 国 竞赛 (NOI ) 和 国家 队 选 拔 赛 (CTSC ) 三 关 ， 才 能 参加 国际 信 
息 学 奥林匹克 竞赛 ( IOI )。 一 一 译 者 注 
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sseeeeeeesseseeseseeeessesesesessessssssessssssessssesessssssssssssssssssseeseseseeeesssssssssoessesses 


咱 在 此 ， 就 本 书 所 涉及 的 内 容 、 使 用 方法 及 注意 点 做 一 下 说 明 。 


1.3.1 本 书 所 涉及 的 内 容 

本 书 主要 讲解 程序 设计 竞赛 中 的 经 典 问题 和 基础 算法 ， 并 介绍 便捷 的 实用 技巧 。 如 果 仅 仅 是 死记 
经 典 问题 和 基础 算法 ， 遇 到 难 解 的 应 用 问题 或 是 需要 灵活 想象 力 的 问题 时 ， 仍 然 会 难以 下 手 。 因 
此 ， 为 了 加 深 理解 ， 我 们 通过 选 自 POJ 的 经 典 题 和 部 分 原创 题 来 介绍 实践 中 的 例子 。 


另外 ， 每 章 末 尾 都 备 有 挑战 GCJ 中 实战 题目 的 小 栏目 ， 里 面 都 是 精 选 出 来 的 题目 。 尽 管 要 找到 正 
确 的 解法 恐怕 不 太 容 易 ， 还 是 建议 读者 先 自己 试 着 多 思考 一 下 。 在 此 基础 上 再 阅读 题解 ,能够 得 


到 更 深刻 的 理解 。 
当然 ,在 本 书 所 介绍 的 解法 之 外 , 还 会 有 更 简洁 或 更 高 效 的 解法 。 大 家 不 妨 多 试 着 去 思考 一 下 别 
的 解法 。 


1.3.2 ”所 用 的 编程 语言 

比赛 中 可 用 的 编程 语言 各 色 各 异 ， 而 C++ 在 几乎 所 有 比赛 中 都 可 用 。 它 的 运行 速度 快 ， 库 函数 丰 
富 ， 因 而 人 气 很 高 。 本 书 选择 C++ 作 为 所 用 的 编程 语言 ， 并 基本 按照 g++ 的 规范 来 编写 源 代码 。 
1.3.3 题目 描述 的 处 理 

在 世界 规模 的 大 赛 中 , 理所当然 是 用 英语 来 描述 题目 的 。 不 过 , 因为 题目 描述 中 的 英语 不 那么 难 ， 
所 用 的 单词 往往 也 非常 有 限 ， 所 以 很 快 就 能 习惯 。 当 然 ， 这 不 是 英语 考试 , 字典 也 是 允许 自由 使 
用 的 。 另 外 ,其 中 有 些 比 赛会 针对 日 本 选手 提供 日 语 版 的 题目 描述 。 英 语 的 阅读 理解 不 是 题目 的 
关键 ， 因 此 本 书 的 题目 都 与 最 开始 的 例子 一 样 用 中 文 概述 ?。 

1.3.4 ”程序 结构 

在 许多 比赛 中 , 程序 都 从 标准 输入 按 指 定格 式 读 信 数据。 输入 并 非 问 题 的 关键 ,所 以 本 书 的 程序 


中 原 书 为 用 日 语 描述 。 一 一 译 者 注 
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都 假设 输入 数据 已 经 由 main 函 数 读 人 并 保存 在 全 局 变量 中 , 再 通过 调用 solve 函 数 来 求解 。 例 如 
对 于 最 初 的 例子 ， 程 序 将 变 成 这 样 。 


// 读 入 输入 数据 后 保存 在 这 里 
int n, m, k[MAX_N]; 


void solve() ( 
bool f = false; 


for (int a = 0; a < n; a++) { 
for (int D = 0; b < n; b++) { 
for (int c = Qz e < m; C++) Á 
for [int d = 0p d < n; dj 4 
LE ikla] * kib] x kicl + kid] == m) í 
f = true; 


if (É) puts(*Yes"); 
else puts("No"); 
} 





1.3.5 ”练习 题 


每 章 末尾 都 会 介绍 与 本 章 所 涉及 主题 相关 的 题目 。 请 利用 它们 来 加 深 理 解 、 巩 固 知识 、 培 养 实 践 
能 力 。 各 个 主题 下 的 题目 大 致 是 按照 难 易 程度 排列 的 ， 其 中 亦 包含 非常 难 的 应 用 问题 。 


136 读 透 本 书后 更 上 一 层 楼 的 练习 方法 


独自 练习 提高 时 ， 不 妨 同时 使 用 Online Judge 和 TopCoder 的 Practice Room。 特 别 是 TopCoder， 既 
提供 了 解 题 教程 ， 又 可 以 阅读 别人 的 代码 ， 当 你 无 论 如 何 都 想不到 解法 时 , 还 可 以 把 它们 作为 参 
考 ， 因 而 在 此 推荐 。 


弄 潮 书库 Z 


Www.noOnchao.cCoOn 
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Qoa... ............ *ooooo....0............................................................. 


1.4 如 何 提交 解答 


Qooooo....................................................................................... 


"pix E APOJÆEGCJA H, MRSA k 


1.4.1 POJ 的 提交 方法 
EFE, 我 们 试 着 在 POJ 里 提交 写 好 的 程序 。POJ 的 地 址 是 http://poj.org/。 用 户 需 要 在 POJ 注 册 后 才 
能 提交 。 注 册页 面 除 了 用 户 名 和 密码 外 ， 还 有 email 地 址 等 信息 的 输入 框 ， 这 些 不 是 非 填 不 可 的 。 





Authors rankhst 














Pr bo 二 Search 
Register Information 
User ID Coder 
Nick Name IOMCoser 
Password veeeooooo 
Repeat Password 00000... 
Schoot 
Email 
Submit Reset 
ft, 
pe | 
注册 页 面 
成 功 登 录 之 后 ， 让 我 们 试 提交 一 下 测试 题 A+B Problem, 


A+B Problem be 
Time Limit: 1000MS Memory Limit: 10000K 
Total Submissions: 170672 Accepted: 91809 


Description 
Calculate a+b 
input 


Two integer ab (0<=ab<=10) 


Sample Input 


Sample Output 





题目 描述 页 面 


ka 弄 潮 书库 /Z 


www.nonc hao. comi 
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A+B Problem 从 标准 输入 读 入 两 个 整数 a 和 b， 并 将 它们 的 和 a+b 输 出 到 标准 输出 。A+B Problem 里 
还 提供 了 提交 示例 。 让 我 们 试 提交 下 面 这 个 程序 。 


#include <cstdio> 


int main() { 
int a, D; 
scanf("%d %d", &a, &b); 
printf("saya"; a + b); 
return 0; 


) 


可 以 通过 题目 描述 最 下 方 的 Submit 链 接 提 交 。 结 果 如 下 。 


Ontne Status __ Authors ranklist Scheduled Contests 
Prob ID Eee | Search | Award Contest 


Problem Status List 


Result. Al -Language Al [SS] 


Probiem Result 
1000 Accepted 


[Top] [Previous Page] [Next Page] 


hck Kom top 





Accepted 


顺利 获得 Accepted， 表 示 所 提交 解答 是 正确 的 。 如 果 程 序 输入 了 错误 的 答案 ， 则 会 变 成 Wrong 
Answer。 试 将 printf ("sd\n"，a + bp) 替换 成 printf("g%sdq\n"，a * b) 再 提交 ， 果 然 就 返回 
了 Wrong Answer。 


ProblD， Go a ] Award Contest 
Problem Status List 
Result Al ~ Language al -Í Go. | 
Result Time | Language 


Wrong Answer 
Accepted 360K OMS 


[Top] [Previous Page] [Next Page] 





Wrong Answer 


和 比赛 一 样 , Online Judge 对 程序 的 运行 时 间 是 有 限制 的 。 对 于 A+B Problem, 这 个 限制 是 1000ms。 
让 我 们 试 提交 一 个 超时 的 程序 。 在 printf 的 后 面 加 上 一 行 for (;); 后 就 返回 了 Time Limit Exceeded。 


ka 再 潮 书库 (Z 


VVWVWV.IMCM TC Lk MO. CHI 
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Online Status Authors ranklist Scneduled Contests Logi 
Prob !D Go Í Search | Awa:d Contest 
Problem Status List 
> Language all > So 
[Too] [Prevous Page] [Next Page] 
ck KOM top 
Time Limit Exceeded 
系统 的 使 用 方法 大 致 就 是 这 样 。 此 外 ， 提 交 后 的 返回 结果 还 有 以 下 其 他 几 种 。 
Runtime Error 表示 程序 因为 非法 内 存 访问 或 未 处 理 异常 而 结束 。 
Memory Limit Exceeded 表示 程序 使 用 的 内 存 超过 规定 的 内 存 限 制 。 
Presentation Error 表示 虽然 程序 输出 的 答案 是 对 的 ， 但 是 换行 或 空格 等 不 符合 输出 格式 要 求 。 
Output Limit Exceeded 表示 程序 输出 了 过 多 的 内 容 。 
` Compile Emor 。 ”表示 所 提交 的 源 代码 没 能 通过 编译 。 这 时 打开 Online Status 的 “Compile Error” 链 


接 还 可 以 看 到 具体 的 编译 错误 信息 。 
System Error, Validator Error 表示 系统 发 生 错 误 无 法 正常 判 题 。 





1.4.2 GCJ 的 提交 方法 


现在 来 说 明 GCJ 的 提交 方法 。GCJ 的 地 址 是 http://code.google.com/codejam/。 正 式 的 比赛 也 是 通过 


这 个 网 站 通知 和 进行 的 。 比 赛 的 规则 和 日 程 都 在 这 里 ， 请 认真 查阅 。 


code jam z- 


ee Schedule Bulos & iarm 


Google Code Jam 2010 is in Dublin! 


About Google Code Jam 2010. 


ug ra 


ims of tow online iounss culminating in he onale Anais in Duile Welandi 


iter @poglecotnam or Fecatoch 


Key dates for 2010. 
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按 下 Practice 按 钮 ， 就 会 跳 转 到 一 个 包含 历史 比赛 列表 的 页 面 。 





“n ia l n 1 
H ili Hi P llilillil 





历届 比赛 列表 等 信息 


虽然 GCJ 无 需 注 册 也 能 练习 ,不 过 正式 参赛 还 是 需要 注册 的 ， 所 以 不 妨 提 前 注册 好 。 在 Upcoming 
Contest 区 域 可 以 看 到 最 近 比 赛 的 安排 。 如 果 比 赛 开始 ， 这 里 则 会 显示 参赛 链接 。 


本 书 所 介绍 的 GCJ 的 题目 ， 都 标注 有 场次 及 题 号 ， 便 于 读者 练习 。 


从 Previous Contests 的 列表 中 点 击 比赛 名 称 ， 就 会 跳 转 到 练习 页 面 。 虽 然 称 为 练习 页 面 ， 和 正式 
比赛 的 页 面 是 一 样 的 。 在 左下 角 的 Top Scores 中 可 以 看 到 正式 比赛 中 选手 的 得 分 ， 点 击 Full 
scoreboard 还 能 看 到 更 详细 的 结果 。 


在 Full scoreboard 中 不 光 有 详细 的 得 分 ， 还 可 以 下 载 到 正式 比赛 中 选手 所 提交 的 源 代码 。 页 面 左 
侧 中 央 位 置 还 有 一 个 Submissions 框 ， 显 示 有 正式 比赛 中 各 个 问题 的 提交 情况 和 分 数 。 


输出 格式 二 一 一 


限制 条 件 





Round 1A 2008 
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页 面 右 侧 从 上 到 下 依次 是 提交 表单 、 题 目 描述 、 输 入 格式 、 输 出 格式 、 限 制 条 件 和 样 例 。 限 制 条 
件 除 了 有 Small 和 Large 之 分 外 ， 与 POJ 的 基本 无 异 。 


点 击 名 为 Download A-smallin 的 链接 ， 就 会 开始 下 载 输入 文件 。 正 式 比 赛 中 ， 一 下 载 输 入 文件 就 
开始 倒计时 , 如 果 超 过 了 时 间 限 制 , 就 会 得 到 Time expired, 相当 于 Incorrect。 下 载 好 输入 文件 后 ， 
就 可 以 将 其 交 给 写 好 的 程序 处 理 并 将 答案 保存 到 输出 文件 。 点 击 Submit 按 钮 就 能 看 到 提交 表单 。 

在 your output file 中 选择 包含 答案 的 输出 文件 , 在 source file(s) 中 选择 源 代 码 ”, 然后 点 击 Sumbit file 
按钮 提交 。 练 习 时 ， 结 果 会 马上 返回 。 


正式 比赛 中 ， 提 交 Small 后 马上 就 会 返回 Correct 或 是 Incorrect。 如 果 是 Incorrect， 则 可 以 再 反复 不 
断 尝试 ?。Large 则 要 等 到 比赛 结束 后 才 知 道 是 否 正确 。 在 提交 时 间 限 制 内 可 以 多 次 提交 , 但 一 旦 
过 了 这 个 时 间 ， 就 不 能 再 提交 了 。 所 以 比赛 中 意外 点 击 下 载 了 Large 的 输入 数据 就 糟 糕 了 ， 比 赛 
中 需要 多 加 注意 ”。 


jam 


Minimum Sealar Product 






se 
the calar product of you! tao new actors 13 the stalinat 


答案 错误 的 情况 (Incorrect) 


http: icage.google.com/codejem/comest’dashooard™c= 720160 


Judged response tor Input A-small: Corret 





按 下 Submit 按 钮 后 的 页 面 全 


nu wish Choose 


答案 正确 的 情况 (Correct) 





O 只 有 正式 比赛 中 才 需 要 提交 源 代码 。 
@ 每 次 Incorrect 的 尝试 都 会 追加 罚 时 。 
®© 为 此 ，GCJ 的 系统 被 设计 成 用 户 通过 Small 后 才能 下 载 Large 的 输入 数据 。 一 一 译 者 注 
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比赛 最 终 是 按照 总 分 从 大 到 小 排名 的 。 比 赛 时 没有 必要 在 解决 了 Small 之 后 勉强 去 尝试 对 应 的 
Large。 解 不 出 Large 时 , 优先 尝试 已 经 有 较 多 人 解决 的 题目 或 估计 能 很 快 解决 的 Small 是 更 为 有 效 
的 策略 。 


在 不 同年 份 不 同 轮 次 ，GCJ 的 规则 都 可 能 有 变化 ， 详 细 的 规则 请 参见 GCJ 的 主页 。 


15 ”以 高 效 的 算法 为 目标 15 


seeeeeeeeeeseeeeseessessesesesesesesesseessssesesessessssessssesseseseesssssesssssessoeeeessseesoeeosesesessessoeese 


seeeeseessesessesssesessessesesesesessessssesessesesseoeesssssesssseesesosessesseseseeseseesseesseseeseeseeeseese 


只 本 节 介 绍 算法 设计 中 至 关 重 要 的 复杂 度 的 估算 方法 。 


1.5.1 什么 是 复杂 度 


在 设计 满足 问题 要 求 的 算法 时 , 复杂 度 的 估算 是 非常 重要 的 。 我 们 不 可 能 把 每 个 想到 的 算法 都 去 
实现 一 遍 看 看 是 否 足 够 快 。 应 当 通 过 估算 算法 的 复杂 度 来 判断 所 想 的 算法 是 否 足够 高 效 。 


在 分 析 复杂 度 时 ， 我 们 通常 考虑 它 与 什么 成 正比 ， 并 称 之 为 算法 的 阶 。 例 如 1.1 节 的 程序 执行 了 
四 重 循环 ， 每 重 n 次 ， 运 行 时 间 与 a 成 正比 。 我 们 将 与 nt 成 正比 写作 O(n*)， 将 对 应 的 运行 时 间 写 
作 O(n) 时 间 ?。 


1.5.2 ”关于 运行 时 间 

程序 的 运行 时 间 不 光 取决 于 复杂 度 ， 也 会 受 诸如 循环 体 的 复杂 性 等 因素 的 影响 。 但是， 因此 造成 
的 差距 多 数 情况 下 最 多 也 就 几 十 倍 。 另 一 方面 ， 忽 略 其 余 因 素 ，n=1000 时 ，O(m’) 时 间 的 算法 和 
OU0D) 时 间 的 算法 的 差距 就 是 1000 倍 。 因 此 要 缩短 程序 的 运行 时 间 ， 主 要 应 该 从 复杂 度 入 手 。 


估算 出 算法 的 复杂 度 后 ,只 要 将 数值 可 能 的 最 大 值 代入 复杂 度 的 渐 近 式 中 , 就 能 简单 地 判断 算法 
是 否 能 够 满足 运行 时 间 限 制 的 要 求 。 例 如 ， 考 虑 O(n”) 时 间 的 算法 ,假设 题目 描述 中 的 限制 条 件 
为 n<1000, 将 n=1000 代 入 就 得 到 了 1000000。 在 这 个 数值 的 基础 上 ， 我们 就 可 以 结合 下 表 进 行 
判断 了 。 


假设 时 间 限 制 为 1 秒 


1000000 HJER 
10000000 勉 勉强 强 
100000000 很 悬 ， 仅 限 循环 体 非常 简单 的 情况 





Q 这 里 介绍 的 大 O 记 号， 严格 来 说 并 不 是 通过 正比 关系 定义 的 ， 不 过 刚 开 始 时 这 样 理 解 也 无 妨 。 另 外 ,我 们 也 常常 省 略 
“时 间 ” 二 字 ， 用 O(n 来 表示 与 n 成 正比 的 运行 时 间 。 
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1.8 轻松 热身 


只 本 节 通 过 对 几 个 问题 的 解析 ， 和 大 家 一 起 了 解 程序 设计 竞赛 中 题目 的 风格 ,学 习 设计 算法 并 估 
算 复杂 度 的 过 程 。 其 中 有 一 些 问题 比较 复杂 ,， 不 能 想到 它们 的 解法 也 不 要 紧 ， 能 够 通过 阅读 是 
解体 会 到 其 中 的 趣味 就 好 


1.6.1 先 从 简单 题 开 始 


三 角形 
有 n 根 棍子 ,棍子 i 的 长 度 为 a WEMA Piki 3 根 棍子 组 成 周 长 尽 可 能 长 的 三 角形 。 请 输 
出 最 大 的 周 长 ， 若 无 法 组 成 三 角形 则 输出 0 
给 出 了 各 种 长 度 的 棍子 


me 


l 选择 3 根 ， 组 成 周 长 


尽 可 能 长 的 三 角形 
~ 
3 


4 3+4+5=12 


用 5 根 棍 子 组 成 三 角形 的 例子 
限制 条 件 


e 3 < n < 100 
+ 1 = ay = 106 











w 

"on 
N 

w 

心 

(Sa 

= 

= 
r 
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输出 
12 (选择 3、4、5 时 ) 








b 
" H 
is 
r 
un 
H 
° 
N 
° 
= 


输出 
0 (无 论 怎么 选 都 无 法 组 成 三 角形 ) 


选择 3 根 棍子 ， 它 们 能 组 成 三 角形 的 充 要 条 件 为 
最 长 棍子 的 长 度 < 其 余 两 根 棍子 的 长 度 之 和 





最 长 棍子 的 长 度 < 其 余 两 根 棍 子 的 ”最 长 棍子 的 长 度 >= 其 余 两 根 棍 子 的 





长 度 之 和 的 情况 长 度 之 和 的 情况 
| 
es mesas ss mre 


g Ç 
— $° 


能 够 组 成 三 角形 不 能 组 成 三 角形 
能 够 组 成 三 角形 的 条 件 
于 是 我 们 可 以 试想 这 样 一 种 算法 : 首先 用 三 重 循环 枚 举 所 有 的 棍子 选择 方案 ,再 利用 上 式 判断 能 
否 组 成 三 角形 。 如 果 可 以 ， 那么 该 三 角形 的 周 长 就 是 备 选 答案 。 
这 里 用 了 三 种 循环 ， 所 以 复杂 度 是 O(m)。 将 m=100 代 入 ww 得 到 10*， 可 知 这 个 复杂 度 是 足够 低 
的 。 


// 输入 
int n, a[MAX_N]; 


void solve() ( 
int ans = 0; // 答案 


// 让 i < j < k， 这 样 棍 子 就 不 会 被 重复 选中 了 


för (int i = O; 3 < np 144) ( 


D 本 题 还 有 O(nlogn) 时 间 更 高 效 的 算法 ， 留 给 有 兴趣 的 读者 思考 ， 
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for (int j = i + 1; j < n: j++) í 


for (int k = j + l k < n; k++) { 


int len = a[i] + a[j] + a[k]; // 周 长 
int ma = max(a[i], max(a[j], a[k])); // 最 长 棍子 的 长 度 
int rest = len - ma; 


// 其 余 两 根 棍 子 的 长 度 之 和 


if (ma < rest) { 
// 可 以 组 成 三 角形 ， 如 果 可 以 更 新 答案 则 更 新 
ans = max(ans, len); 
) 
) 
) 
? 


// 输出 
printf("%dVn", ans); 
} 





1.6.2 POJ 的 题目 Ants 


Ants (POJ No.1852) 


nn 只 蚂蚁 以 每 秒 1cm 的 速度 在 长 为 Lem 的 竿 子 上 爬行 。 当 蚂蚁 爬 到 竿 子 的 端点 时 就 会 掉 落 
由 于 草 子 太 细 , 两 只 蚂蚁 相遇 时 , 它们 不 能 交错 通过 ， 只 能 各 自 反 向 爬 回去 。 对 于 每 只 蚂蚁 ， 


我 们 知道 它 距离 竿 子 左 端的 距离 Yi， 但 不 知道 它 当 前 的 朝向 。 请 计算 所 有 蚂蚁 落下 竿 子 所 需 
的 最 短 时 间 和 最 长 时 间 。 


各 个 蚂蚁 正 朝 向 哪 边 是 不 知道 的 


蚂蚁 2 


竿 子 和 蚂蚁 的 情况 
ARERI 


sis L < 1⁄6 
e 1 < n < 105 
e 0 < x <L 
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输入 
L = 10 
n=3 
x = (2, 6, 7} 
输出 
Ma = á CK. Sh. E) 
max = 8 (Ær 3 Æ) 


首先 很 容易 想到 一 个 穷竭 搜索 算法 ， 即 枚 举 所 有 蚂蚁 的 初始 朝向 的 组 合 ， 这 可 以 利用 递归 函数 
实现 ( 详 见 2.1 节 )。 


每 只 蚂蚁 的 初始 朝向 都 有 2 种 可 能 ，n 只 蚂蚁 就 是 2 x 2 x … x2=2" 种 。 如 果 n 比 较 小 ， 这 个 算法 还 
是 可 行 的 ,但 指数 函数 随 着 n 的 增长 会 急剧 增长 。 


2 增长 的 趋势 
n 1 5 10 20 30 100 10000 1000000 
2 2 32 1024 1048576 10 10” 10 Om 


穷竭 搜索 的 运行 时 间 也 随 之 急剧 增长 。 一 般 把 指数 阶 的 运行 时 间 叫 做 指数 时 间 。 指数 时 间 的 算法 
无 法 处 理 稍 大 规模 的 输入 。 

接 下 来 ,让 我 们 来 考虑 比 穷竭 搜索 更 高 效 的 算法 。 首 先 对 于 最 短 时 间 , 看 起 来 所 有 蚂蚁 都 朝向 较 
近 的 端点 走 会 比较 好 。 事 实 上 ,这 种 情况 下 不 会 发 生 两 只 蚂蚁 相遇 的 情况 ,而 且 也 不 可 能 在 比 此 
更 短 的 时 间 内 走 到 竿 子 的 端点 。 


接 下 来 ， 为 了 思考 最 长 时 间 的 情况 ， 让 我 们 看 看 蚂蚁 相遇 时 会 发 生 什 么 。 





py, (SS. 


EEFI 蚂蚁 2 
) 人 两 只 蚂蚁 相遇 后 朝 反方 向 走 
— 一 > 


蚂蚁 1 蚂蚁 2 


蚂蚁 蚂蚁 


可 以 认为 是 保持 原样 交错 而 过 


一 (ea mgs)— 
蚂蚁 蚂蚁 





相遇 后 会 发 生 什么 
事实 上 ,可 以 知道 两 只 蚂蚁 相遇 后 ， 当 它们 保持 原样 交错 而 过 继续 前 进 也 不 会 有 任何 问题 。 这 样 


也 叫 蛮 力 搜索 ， 口 语 中 常 简称 暴 搜 。 一 一 译 者 注 
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看 来 ， 可 以 认为 每 只 蚂蚁 都 是 独立 运动 的 ， 所 以 要 求 最 长 时 间 ， 只 要 求 蚂蚁 到 竿 子 端点 的 最 大 距 
离 就 好 了 。 


这 样 ， 不 论 最 长 时 间 还 是 最 短 时 间 ， 都 只 要 对 每 只 蚂蚁 检查 一 次 就 好 了 ， 这 是 O(n) 时 间 的 算法 。 
对 于 限制 条 件 n < 10"， 这 个 算法 是 够 用 的 ， 于 是 问题 得 解 。 


// 输入 
ine L ns 
int x[MAX_N]; 


void solve() { 
// 计算 最 短 时 间 
int minT = 0; 
for (int i = 0; i < ñ; i++) { 
minT = max(minT, min(x[i], L - x[i])); 


) 


// 计算 最 长 时 间 
int maxT = 0; 
for Gne i = Q; 3 < p> irt) { 
maxT = max(maxT, max(x[i], L - x[i])); 


) 


printf("%d %d\n", minT, maxT); 
) 


这 个 问题 可 以 说 是 考察 想象 力 类 型 问题 的 经 典 例子 。 有 很 多 这 样 的 问题 ， 虽 然 开 始 不 太 明白 , 但 
想 通 之 后 ， 最 后 的 程序 却 是 出 乎 意料 地 简单 。 


1.6.3 ”难度 增加 的 抽签 问题 


如 果 将 最 开始 的 抽签 问题 中 关于 n 的 限制 条 件 改 为 1 < n < 1000 ( 题目 描述 参见 1.1 节 )， 那 么 应 
该 如 何 求解 呢 ” 最 初 的 四 重 循环 算法 是 O(n 时 间 的 , 将 n=1000 带 入 rt 得 到 10”, 这 是 远 远 不 够 的 ， 
必须 改进 算法 。 





for (int a = O; a < ni a++} í 
for tint b = 07 b < ni DEF) + 
for Git e = OF e < ny Ctt) í 
for tint d = OR < ñ; dtr} í 
if (k[a] + k[b] + k[c] + k[d] == m) { 
£ = trüe; 
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上 面 是 最 初 所 记载 的 程序 的 循环 部 分 。 最 内 侧 关于 cd 的 循环 所 做 的 事 就 是 

检查 是 否 有 d 使 得 k +k,+k +k,=m 
通过 对 式 子 移 向 ， 就 能 得 到 另 一 种 表达 方式 

检查 是 否 有 d 使 得 所 =m-k,-k,-k, 
就 是 说 ,检查 数 组 k 中 所 有 元 素 ， 判断 是 否 有 m-k-ky-k。 
让 我 们 着 眼 这 一 点 来 考虑 快速 的 检查 方法 。 虽然 也 有 利用 数据 结构 优化 的 方法 ( 在 2.4 节 介绍 )， 
这 里 要 介绍 的 是 名 为 二 分 搜索 的 算法 。 
1. 二 分 搜索 与 OUn?logm) 的 算法 
记 所 要 查找 的 值 m-,-#, 下 :为 x。 预 先 把 数组 k 排 好 序 ， 然 后 看 k 中 央 的 数字 ?"， 可 知 
= 如 果 它 比 x 小 ，x 只 可 能 在 它 的 后 面 半 段 。 
m 如 果 它 比 x 大 ，x 只 可 能 在 它 的 前 面 半 段 。 
如 果 再 将 上 述 方法 运用 在 已 经 减 半 的 x 的 存在 区 间 上 , x 的 存在 区 间 就 变 成 了 初始 的 1/4。 这 样 反复 
操作 就 可 以 不 断 缩小 x 的 存在 区 间 ， 最 终 可 以 确定 x 存在 与 否 。 

中 央 


| e Jejeje] = [s] 


— l 
因为 43<55， 所 以 不 可 能 在 这 一 段 
~ 剩余 部 分 的 中 央 


PPA- 
s| e [es J 7s | [| 
L 


因为 55<71， 所 以 不 可 能 在 这 一 段 


人 1 

AR DETERE l 
反复 操作 直到 找到 x 或 范围 
缩小 到 空 为 止 


从 数列 中 查找 55 的 例子 


二 分 搜索 算法 每 次 将 候选 区 间 减 小 至 大 约 原来 的 一 半 。 因 此, 要 判断 长 度 为 的 有 序数 组 k 中 是 否 
包含 "， 只 要 反复 执行 约 log2n 次 就 完成 了 。 二 分 查找 的 复杂 度 是 O(logn) 时 间 的 ， 我们 称 这 种 阶 的 
运行 时 间 为 对 数 时 间 。 即 便 n 变 得 很 大 时 ， 对 数 时 间 的 算法 依然 非常 快速 。 


GD 如 果 元 素 个 数 是 偶数 ， 是 没有 中 间 数 字 的 ， 这 时 候 观察 离 中 间 最 近 的 某 边 的 值 。 





即使 变 得 很 大 ，logzn 也 依然 很 小 
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n 1 10 100 
log;n 0 3 7 


将 最 内 侧 的 循环 替换 成 二 分 搜索 算法 之 后 ， 就 变 成 


m 排序 O(nlogn) 时 间 
m 循环 O(n*logn) 时 间 


1000 
10 


10° 10° 
20 30 


jalogn 比 mlogz 大 ， 所 以 这 里 合 起 来 当 作 OUzalogm) 时 间 。 于 是 ,我 们 得 到 了 在 OUzlogm) 时 间 内 解决 


抽签 问题 的 算法 。 


// 输入 
int n, m, k[MAX_N]; 


bool binary_search(int x) ( 
// x 的 存在 范围 是 k [1] ，k[1+1] ，.…，k[r-1] . 
int 1 = Ú, x s ni 


// 反复 操作 直到 存在 范围 为 空 
while (r - 1 >= 1) { 
iat a = E $ y Z 2; 
if (k[i] == x) return true; // 找到 x 
else if (k[i] < x) 1 = i + 1; 
else r = i; 


) 


// 没 找 到 x 
return false; 


} 


void solve() { 
// 为 了 执行 二 分 查找 需要 先 排 序 
a0rt(ky k++ n); 


bool f = false; 


for (int a = 0; à < n; a++) { 
for nt B= 0; b < ñr D+) { 
for (inc e = 0; G < nz Gtt) 4 


// 将 最 内 便 的 循环 替换 成 二 分 查找 


if (binary_search(m - k[a] - k[b] - k[c))) ( 


f = true; 
) 
) 
) 
) 


if (E) púts("Yes"); 
else puts("No"); 


-一 
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事实 上 ， 像 binary_search 这 样 的 函数 ， 多 数 情况 下 无 需 自己 实现 ， 可 以 使 用 标准 实现 。 例 如 
C++ 的 STL 中 就 含有 提供 基本 同样 功能 的 函数 。 


2. OUn2lognm) 的 算法 


但 是 ,将 n=1000 带 入 nilogn， 会 发 现 这 依然 是 远 远 不 够 的 ， 必 须要 对 算法 做 进一步 优化 。 刚 才 我 
们 只 着 眼 于 四 重 循环 程序 中 最 内 层 的 循环 。 接 下 来 ， 让 我 们 着 眼 于 内 侧 的 两 个 循环 。 


同 刚才 一 样 的 思路 ， 内 侧 的 两 个 循环 是 在 
检查 是 否 有 c 和 qd 使 得 k +k,=m-k -k,. 


这 种 情况 并 不 能 直接 使 用 二 分 搜索 。 但 是 ， 如 果 预 先 枚 举 出 +k 所 得 的 个 数字 并 排 好 序 ， 便 可 
以 利用 二 分 搜索 了 ?。 


该 算法 


a 排序 O(n*logn) 时 间 
m 循环 O(n*logn) 时 间 


总 的 也 是 O(n*logn) 时 间 。 这 样 就 可 以 确信 和 即便 n=1000 也 能 受 善 应 对 了 。 


// 输入 
int n, m, k[MAX_N]; 


// 保存 2 个 数 的 和 的 数列 
int kk[MAX_N * MAX_N]; 


bool binary_search(int x) { 
// x 的 存在 范围 是 kk[1]，, kk[1+1], .kk[r-1]. 
me L = QO, Es 


// 反复 操作 直到 存在 范围 为 空 
while (r - 1 >= 1) ( 
ine k = (E è xy 7 2 
if (kk[i] == x) return true; // 找到 x 
else Ii (ARAT < x) js £ tl 
else r = i; 


) 


// 没 找到 x 
return false; 


) 
void solve() ( 


// 枚 举 k[c]+k[d] 的 和 


for (iat e= Ou RX ME GPE X 


@ 确 切 地 说 ， 去 除 重复 后 n(n+1)/2 个 数字 就 够 了 ， 不 过 为 了 方便 可 以 写成 枚 举 个 数字 。 
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for (int d = 0; d < n; d++) { 
kk[c * n + d] = kic] + kid]; 
) 
) 


// 排序 以 便 进 行 二 分 搜索 
gort (kk. kk «m * mj; 


bool f = false; 
for (int a = 0; a < n; a++) ( 
for (int b = 0; b < n; brt) í 
// 将 内 侧 的 两 个 循环 替换 成 二 分 搜索 


if (binary_search(m - k[a] - k[b])) ( 


上 = true; 
J 
) 
) 


1£ (F) Duts("Yea")s 
else puts("No"); 


) 


本 问题 既 需 要 二 分 搜索 这 一 基础 算法 知识 ,也 需要 将 四 个 数 分 成 两 两 考虑 的 想象 力 。 此 外 ， 像 这 
样 从 复杂 度 较 高 的 算法 出 发 , 不 断 降低 复杂 度 直到 满足 问题 要 求 的 过 程 , 也 是 设计 算法 时 常会 经 


历 的 一 个 过 程 。 


第 2 章 
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员 穷 竟 搜 索 是 将 所 有 的 可 能 性 罗列 出 来 ， 在 其 中 寻找 答案 的 方法 。 这 里 我 们 主要 介绍 深度 优先 搜 
索 和 广度 优先 搜索 这 两 种 方法 


2.1.1 递归 函数 


在 一 个 函数 中 再 次 调用 该 函数 自身 的 行为 叫做 递归 ,这 样 的 函数 被 称 作 递归 函数 。 例 如 , 我 们 想 
要 编写 一 个 计算 阶乘 的 隐 数 int fact (int n) ， 当 然 ， 用 循环 来 实现 也 是 可 以 的 。 但 是 根据 阶 
乘 的 递 推 式 n! =n x (2 - 1D)!， 我 们 可 以 写成 如 下 形式 ; 





int fact lict my i 
if (n == 0) return 1; 
return m * facen = 1}; 


} 





在 编写 一 个 递归 函数 时 ， 函 数 的 停止 条 件 是 必须 存在 的 。 在 刚刚 的 例子 中 ， 当 xz=-0 时 fact 并 不 是 
继续 调用 自身 ， 而 是 直接 返回 1。 如 果 没 有 这 一 条 件 存在 ， 函 数 就 会 无 限 地 递归 下 去 ， 程 序 就 会 
失控 月 溃 了 。 

fact(10) | 
(factio) J 


(_fact8) | 







fact 递 归 的 过 程 
我 们 再 来 试 试 编写 计算 斐 波 那 契 数列 的 函数 int fib (int n) 。 斐 波 那 契 数列 的 定义 是 ao=0、w=1 
Kaza, ta, (n>1)。 这 里 ， 初 项 的 条 件 就 对 应 了 递归 的 终止 条 件 。 数 列 的 定义 直接 写成 函数 
就 可 以 了 。 


2.1 最 基础 的 “穷竭 搜索 ” 


int fib(int n) { 

if (n <= 1) return n; 

return fib(n - 1) + fib(n - 2); 
j, 


2il 


实际 使 用 这 个 函数 时 ， 即 使 是 求 fib (40) 这 样 的 m 较 小 时 的 结果 ， 也 要 花费 相当 长 的 时 间 。 这 是 


因为 这 个 函数 在 递归 时 ， 会 像 下 图 一 样 按照 指数 级 别 扩展 开 来 。 










fibo) _ 
fib(8) | 


fib(10) 递归 的 过 程 


在 斐 波 那 契 数列 中 ， 如 果 fib (n) 的 n 是 一 定 的 ， 无 论 多 少 次 调用 都 会 得 到 同样 的 结果 。 因 此 如 果 
计算 一 次 之 后 ， 用 数列 将 结果 存储 起 来 ， 便 可 优化 之 后 的 计算 。( 上 图 中 ) fib (10) 被 调用 时 同 
样 的 n 被 计算 了 很 多 次 ， 因 此 可 以 获得 很 大 的 优化 空间 。 这 种 方法 是 出 于 记忆 化 搜索 或 者 动态 规 


划 的 想法 ， 之 后 我 们 会 介绍 。 


int memo [MAX_N + 1]; 


ine fibtint n) £ 

if (ñ <= 1) PetUrn ñ; 

if (memo[n] != 0) return memo[n]; 

return memo[n] = fib(n - 1) + fib(n - 2); 
) 


2.1.2 $ 


FÈ ( Stack ) 是 支持 push 和 pop 两 种 操作 的 数据 结构 。push 是 在 栈 的 顶端 放 人 一 组 数据 的 操作 。 反 
之 ，pop 是 从 其 顶端 取出 一 组 数据 的 操作 。 因 此 ， 最 后 进入 栈 的 一 组 数据 可 以 最 先 被 取出 〈 这 种 


行为 被 叫做 LIFO: Last In First Out， 即 后 进 先 出 )。 


通过 使 用 数组 或 者 列表 等 结构 可 以 很 容易 实现 栈 ， 不 过 C++、Java 等 程序 语言 的 标准 库 已 经 为 我 
们 准备 好 了 这 一 常用 结构 ， 在 比赛 中 需要 时 不 妨 使 用 它们 。C++ 的 标准 库 中 ，stack: :pop 完 成 
的 仅仅 是 移 除 最 顶端 的 数据 。 如 果 要 访问 最 项 端的 数据 ， 需 要 使 用 stack: : top 函数 ( 这 个 操作 


通常 也 被 称 为 peek )。 
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数据 2 
= 
sm: 





栈 的 操作 


函数 调用 的 过 程 是 通过 使 用 栈 实现 的 ,因此 ,递归 函数 的 递归 过 程 也 可 以 改 用 栈 上 的 操作 来 实现 。 
现实 中 需要 如 此 改写 的 场合 并 不 多 ， 不 过 作为 使 用 栈 的 练习 试 试 看 也 是 不 错 的 。 以 下 是 使 用 
stack 的 例子 : 


#include <stack> 
#include <cstdio> 


using namespace std; 


int main() { 


stack<int> s; // 声明 存储 int 类 型 数据 的 栈 
s.push(1); F t s ty 
s.push (2); 放生 人 41 b 
s.push(3); // CG 2 — (1 2,3) 
printf("%aNn”, Stople ZZ 3 
s.pop(); // 从 栈 顶 移 除 {1,2,3} 一 {1,2} 
printfi sdin", stopli // 2 
s.pop(); /# W 2y SrA 
printf("sa\n", B-top())è ZA 1 
s.pop(); J RL 
return 0; 

24.3 ”队列 


队列 ( Queue ) 与 栈 一 样 支持 push 和 pop 两 个 操作 。 但 与 栈 不 同 的 是 ，pop 完 成 的 不 是 取出 最 顶端 
的 元 素 , 而 是 取出 最 底 端的 元 素 。 也 就 是 说 最 初 放 和 人 的 元 素 能 够 最 先 被 取出 ( 这 种 行为 被 叫做 FIFO: 
First In First Out， 即 先进 先 出 )。 


数据 1 


sA 
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队列 的 操作 


如 同 栈 一 样 ，C++、Java 等 的 标准 库 也 预 置 了 队列 。Java 与 C++ 中 的 函数 的 名 称 与 用 途 稍 有 不 同 ， 
因此 使 用 时 要 注意 。 此 外 ， 在 C++ 中 queue: : front 是 用 来 访问 最 底 端 数据 的 函数 。 以 下 是 使 用 


queue 的 例子 : 


#include <queue> 


#include <cstdio> 
using namespace std; 


int main() { 
queue<int> que; 
que.push (1); 
que.push (2); 
que.push (3); 
printf ("%d\n", 
que.pop(); 
printf ("%d\n", 
que.pop(); 
printE( Sayn" 
que.pop(); 
return 0; 


214 深度 优先 搜索 


que.front()); 


que.front()); 


que.front()); 


声明 存储 int 类 型 数据 的 队列 
t es i 

ty == HLT 

(1,2) — (1,2,3) 

1 

从 队 尾 移 除 {1,2,3}>{2,3} 
2 

2 3k — 431 

3 

Eo =+ 43 


深度 优先 搜索 (DFS, Depth-First Search) 是 搜索 的 手段 之 一 。 它 从 某 个 状态 开始 ， 不 断 地 转移 
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状态 直到 无 法 转移 ， 然 后 回 退 到 前 一 步 的 状态 ， 继 续 转移 到 其 他 状态 ， 如 此 不 断 重复 ， 直 至 找到 
最 终 的 解 。 例 如 求解 数 独 ， 首 先 在 某 个 格子 内 填 人 适当 的 数字 ,然后 再 继续 在 下 一 个 格子 内 填 人 
数字 ， 如 此 继续 下 去 。 如 果 发 现 某 个 格子 无 解 了 ， 就 放弃 前 一 个 格子 上 选择 的 数字 ， 改 用 其 他 可 
行 的 数字 。 根 据 深度 优先 搜索 的 特点 ， 采 用 递归 函数 实现 比较 简单 。 


状态 转移 的 顺序 
我 们 来 试 着 解答 一 下 下 面 的 题目 : 


部 分 和 问题 
给 定 整数 ai、 、…、a， 判 断 是 否 可 以 从 中 选 出 若干 数 ， 使 它们 的 和 恰好 为 天 
ARERI 


el<n<20 


s =10 =< a, = 105 
+ =10 = k= 10 














输出 


yes (13 = 2 +* 4 + 7) 
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从 al 开 始 按 顺序 决定 每 个 数 加 或 不 加 ， 在 全 部 n 个 数 都 决定 后 再 判断 它们 的 和 是 不 是 k 即 可 。 因 为 
状态 数 是 2”， 所 以 复杂 度 是 0(2")。 如 何 实现 这 个 搜索 ， 请 参见 下 面 的 代码 。 注 意 a 的 下 标 与 题 
目 描述 中 的 下 标 偏 移 了 1。 在 程序 中 使 用 的 是 0 起 始 的 下 标 规 则 ， 题 目 描述 中 则 是 1 开始 的 ， 这 一 
点 要 注意 避免 搞 混 。 





状态 转移 的 样子 
// 输入 
int a[MAX_N]; 
int D. JK; 


// 已 经 从 前 i 项 得 到 了 和 sum， 然 后 对 于 i 项 之 后 的 进行 分 支 
bool dfsl(int i, int sum) { 
// 如 果 前 n 项 都 计算 过 了 ， 则 返回 sum 是 否 与 kK 相 等 


if (i == m) return sum == k; 


// 不 加 上 a[i] 的 情况 


if (dfs(i + 1, sum)) return true; 


// 加 上 a[i] 的 情况 
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if (dfs(i + 1, sum + a[i])) return true; 


// 无 论 是 否 加 上 a[i] 都 不 能 凑 成 k 就 返回 false 
return false; 


J 


void solve() ( 
if (dfs(0, 0)) printf("YesNn"); 
else printf ("No\n"); 

} 





深度 优先 搜索 从 最 开始 的 状态 出 发 ,遍历 所 有 可 以 到 达 的 状态 ,由 此 可 以 对 所 有 的 状态 进行 操作 ， 
或 者 列举 出 所 有 的 状态 。 


Lake Counting (POJ No.2386) 


有 一 个 大 小 为 Nx M 的 园子 , 雨 后 积 起 了 水 。 八 连通 的 积 水 被 认为 是 连接 在 一 起 的 。 请求 出 
园子 里 总 共有 多 少 水 洼 ? ( 八 连 通 指 的 是 下 图 中 相对 W 的 * 的 部 分 ) 


*W* 


类 大 类 








在 限制 条 件 
e N, M < 100 
输入 
N=10, M=12 
园子 如 下 图 ('W' 表 示 积 水 ，' . ' 表 示 没有 积 水 ) 
Wiyaqsqa 2 WW. 
l PSP sn WWW 
和 WW. 
Kari, S aleae W.. 
seis sis 2 W... 
.W.W. . WW. 
W.W.W.....W. 
.W.W. Rp A 
s E TETN W. 
输出 
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从 任意 的 w 开 始 ， 不 停 地 把 邻接 的 部 分 用 ' . ' 代 替 。1 次 DFS 后 与 初始 的 这 个 w 连 接 的 所 有 w 就 都 被 替 
换 成 了 ' .'， 因 此 直到 图 中 不 再 存在 w 为 止 ， 总 共 进 行 DFS 的 次 数 就 是 答案 了 。8 个 方向 共 对 应 了 8 种 
状态 转移 ， 每 个 格子 作为 DFS 的 参数 至 多 被 调用 一 次 ， 所 以 复杂 度 为 0(8 xN x MEON x M). 


// 输入 
int N, M; 
char field[MAX_N] [MAX_M + 1]; // 园子 


// 现在 位 置 (x,y) 

vöid dfs (int x, int 9) ( 
// 将 现在 所 在 位 置 替 换 为 . 
field[x] [y] = *.' 


// 循环 遍历 移动 的 8 个 方向 
for (int dx = -l; dx <= l; dxt+) { 
for (int dy = -1; dy <= 1; dy++) { 
// 向 x 方 向 移动 dx， 向 y 方 向 移动 ay， 移 动 的 结果 为 (nx,ny ) 
int nx = x + dx, ny = y + dy; 
// 判断 (nx,ny) 是 不 是 在 园子 内 ， 以 及 是 否 有 积 水 
if (0 <= nx && nx < N && 0 <= ny && ny < M && field[nx] [ny] == 'W') dfs(nx, ny); 
) 
) 
return ; 


) 


void solve() ( 
int res = 0; 
for (int i = 0; i < N; i++) { 
fòr lint j = 07 j < M; j++) { 


LE TEReTari]pjy] == W) + 
// 从 有 W 的 地 方 开始 dfs 
dfs (i, j); 
res++; 


) 
3 
} 
printf ("%d\n", res); 
} 


2.1.5 宽度 优先 搜索 


宽度 优先 搜索 (BFS, Breadth-First Search ) 也 是 搜索 的 手段 之 一 。 它 与 深度 优先 搜索 类 似 ， 从 某 
个 状态 出 发 探索 所 有 可 以 到 达 的 状态 。 


与 深度 优先 搜索 的 不 同 之 处 在 于 搜索 的 顺序 ， 宽 度 优先 搜索 总 是 先 搜索 距离 初始 状态 近 的 状态 。 
也 就 是 说 , 它 是 按照 开始 状态 一 只 需 1 次 转移 就 可 以 到 达 的 所 有 状态 一 只 需 2 次 转移 就 可 以 到 达 的 
所 有 状态 一 …… 这 样 的 顺序 进行 搜索 。 对 于 同一 个 状态 ， 宽 度 优先 搜索 只 经 过 一 次 ,因此 复杂 度 
为 O( 状 态 数 x 转移 的 方式 )。 


34 第 2 章 ”初出茅庐 一 一 初级 篇 


状态 转移 的 顺序 


深度 优先 搜索 ( 隐 式 地 ) 利用 了 栈 进行 计算 ,而 宽度 优先 搜索 则 利用 了 队列 。 搜 索 时 首先 将 初始 
状态 添加 到 队列 里 ,此 后 从 队列 的 最 前 端 不 断 取出 状态 , 把 从 该 状态 可 以 转移 到 的 状态 中 尚未 访 
问 过 的 部 分 加 入 队列 ， 如 此 往复 ,直至 队列 被 取 空 或 找到 了 问题 的 解 。 通 过 观察 这 个 队列 , 我们 
可 以 就 知道 所 有 的 状态 都 是 按照 距 初始 状态 由 近 及 远 的 顺序 被 遍历 的 。 


迷宫 的 最 短路 径 


给 定 一 个 大 小 为 Nx M 的 迷宫 。 迷 宫 由 通道 和 墙壁 组 成 ,每 一 步 可 以 向 邻接 的 上 下 左右 四 格 
的 通道 移动 。 请 求 出 从 起 点 到 终点 所 需 的 最 小 步 数 。 请 注意 ， 本题 假定 从 起 点 一 定 可 以 移动 


到 终点 。 


ARRIR 
。N, M < 100 


输入 
N=10，M=10 (迷宫 如 下 图 所 示 。 '#'!，' .'，'S'，'!G' 分 别 表示 墙壁 、 通 道 、 起 点 和 终点 ) 








ESHHHHHH.# 
sparia do Ë 
HEHHE. H 
E EEEE TI 
HHE. H. HEHEH 
EEE T 
-HEHH . # 
EELE ENT. 
HHEH. HHH. 
+: Ca Re 
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输出 


22 


宽度 优先 搜索 按照 距 开始 状态 由 近 及 远 的 顺序 进行 搜索 , 因此 可 以 很 容易 地 用 来 求 最 短路 径 、 最 
少 操作 之 类 问题 的 答案 。 这 个 问题 中 ， 状 态 仅仅 是 目前 所 在 位 置 的 坐标 ， 因 此 可 以 构造 成 pair 
或 者 编码 成 int 来 表达 状态 。 当 状态 更 加 复杂 时 ， 就 需要 封装 成 一 个 类 来 表示 状态 了 。 转 移 的 方 
式 为 四 方向 移动 ， 状 态 数 与 迷宫 的 大 小 是 相等 的 ， 所 以 复杂 度 是 O(4 x N x M)=O(N x M)。 


宽度 优先 搜索 中 , 只 要 将 已 经 访问 过 的 状态 用 标记 管理 起 来 ,就 可 以 很 好 地 做 到 由 近 及 远 的 搜索 。 
这 个 问题 中 由 于 要 求 最 短 距离 ， 不 妨 用 a[N] [M] 数 组 把 最 短 距离 保存 起 来 。 初 始 时 用 充分 大 的 常 
数 INF 来 初始 化 它 ， 这 样 尚未 到 达 的 位 置 就 是 INF， 也 就 同时 起 到 了 标记 的 作用 。 


虽然 到 达 终 点 时 就 会 停止 搜索 , 可 如 果 继 续 下 去 直到 队列 为 空 的 话 , 就 可 以 计算 出 到 各 个 位 置 的 


最 短 距离 。 此 外 ， 如 果 搜 索 到 最 后 ,a 依然 为 INF 的 话 , 便 可 得 知 这 个 位 置 就 是 无 法 从 起 点 到 达 的 
位 置 。 


在 今后 的 程序 中 ,使 用 像 INF 这 样 充分 大 的 常数 的 情况 还 很 多 。 不 把 INF 当 作 例 外 ， 而 是 直接 参 
与 普通 运算 的 情况 也 很 常见 。 这 种 情况 下， 如果 INF 过 大 就 可 能 带 来 涪 出 的 危险 。 


假设 INF=2” -1。 例 如 想 用 a[nx] [ny]=min (d[nx] [ny]，d[x] [y]+1) 来 更 新 a[nx] [ny] ， 就 会 
发 生 INF+1=-231 的 情况 。 这 一 问题 中 afx] (y) 总 不 等 于 INF， 所 以 没有 问题 。 但 是 为 了 防止 这 样 
的 问题 ， 一 般 会 将 INF 设 为 放大 2~4 倍 也 不 会 溢出 的 大 小 ( 可 参考 2.5 节 Floyd-Warshall 算 法 等 )。 


因为 要 向 4 个 不 同方 向 移动 ,用 ax[4] 和 aqy [4] 两 个 数组 来 表示 四 个 方向 向 量 。 这 样 通过 一 个 循 
环 就 可 以 实现 四 方向 移动 的 遍历 。 
const int INF = 100000000; 


// 使 用 pair 表 示 状 态 时 ,使 用 typedef 会 更 加 方便 一 些 
typedef pair<int, int> P; 


// 输入 

char maze[MAX_N] [MAX_M + 1]; // 表示 迷宫 的 字符 串 的 数组 
int N, M; 

int sx, sy; // 起 点 坐标 

int gx, gy; // 终点 坐标 

int d[MAX_N] [MAX_M]; // 到 各 个 位 置 的 最 短 距离 的 数组 


// 4 个 方向 移动 的 向 量 
int dx[4] = (1, 0, -1, 0), dy[4] = (0, 1, 0, -1); 


// XM (sx, sy)#] (gx, gy) 的 最 短 距 离 
// 如 果 无 法 到 达 ， 则 是 INF 
int bfs() { 
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queue<P> que; 
// 把 所 有 的 位 置 都 初始 化 为 INF 
for (int i = O; 1 < N; i+) 

for (int j = 0; j < M; j++) d[i][j] = INP; 
// 将 起 点 加 入 队列 ， 并 把 这 一 地 点 的 距离 设置 为 0 
que.push(P(sx, sy)); 
d[sx] [sy] = 0; 


// 不 断 循环 直到 队列 的 长 度 为 0 
while (que.size()) ( 
// 从 队列 的 最 前 端 取出 元 素 
P p = que.front(); que.pop(); 
// 如 果 取 出 的 状态 已 经 是 终点 ， 则 结束 搜索 
if (p.first == gx && p.second == gy) break; 


// 四 个 方向 的 循环 
ro (dnt £ = D; ü < üz kry í 
// 移动 之 后 的 位 置 记 为 (nx，ny) 
int nx = p.first + dx[i], ny = p.second + dy[i]; 


// 判断 是 否 可 以 移动 以 及 是 否 已 经 访问 过 ( a[nx] [ny] !=INF 即 为 已 经 访问 过 ) 
if (0 <= nx && nx < N && 0 <= ny && ny < M && maze[nx] [ny] != '#' && 
d[nx] [ny] == INF) ( 
// 可 以 移动 的 话 ， 则 加 入 到 队列 ， 并 且 到 该 位 置 的 距离 确定 为 到 pb 的 距离 +1 
que.push(P(nx, ny)); 
d[nx] [ny] = d[p.first][p.second] + 1; 
) 
) 
) 
return d[gx] [gy]; 
} 


void solve() { 
int res = bfs(); 
printf ("%đd\n", res); 
} 


宽度 优先 搜索 与 深度 优先 搜索 一 样 ,都 会 生成 所 有 能 够 遍历 到 的 状态 , 因此 需要 对 所 有 状态 进行 
处 理 时 使 用 宽度 优先 搜索 也 是 可 以 的 。 但 是 递归 函数 可 以 很 简短 地 编写 , 而 且 状 态 的 管理 也 更 简 
单 ， 所 以 大 多 数 情况 下 还 是 用 深度 优先 搜索 实现 。 反之 , 在 求 取 最 短路 时 深度 优先 搜索 需要 反复 
经 过 同样 的 状态 ， 所 以 此 时 还 是 使 用 宽度 优先 搜索 为 好 。 


宽度 优先 搜索 会 把 状态 逐个 加 入 队列 ， 因 此 通常 需要 与 状态 数 成 正比 的 内 存 空 间 。 反 之 , 深度 优 
先 搜索 是 与 最 大 的 递归 深度 成 正比 的 。 一 般 与 状态 数 相 比 ,递归 的 深度 并 不 会 太 大 ,所 以 可 以 认 
为 深度 优先 搜索 更 加 节省 内 存 。 


此 外 , 也 有 采用 与 宽度 优先 搜索 类 似 的 状态 转移 顺序 , 并 且 注 重 节约 内 存 占用 的 迭代 加 深 深度 优 
先 搜索 ( IDDFS Iterative Deepening Depth-First Search )。IDDFS 是 一 种 在 最 开始 将 深度 优先 搜索 
的 递归 次 数 限制 在 1 次 ， 在 找到 解 之 前 不 断 增加 递归 深度 的 方法 。 这 种 方法 会 在 4.5 节 详细 介绍 。 
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2.1.6 ”特殊 状态 的 枚 举 


虽然 生成 可 行 解 空间 多 数 采用 深度 优先 搜索 ， 但 在 状态 空间 比较 特殊 时 其 实 可 以 很 简短 地 实现 。 
比如 ，C++ 的 标准 库 中 提供 了 next_permutation 这 一 函数 ， 可 以 把 n 个 元 素 共 n! 种 不 同 的 排列 生 
成 出 来 。 又 或 者 ， 通 过 使 用 位 运算 ,可 以 枚 举 从 n 个 元 素 中 取出 k 个 的 共 Ct 种 状态 或 是 某 个 集合 
中 的 全 部 子 集 等 。3.2 节 将 介绍 如 何 利用 位 运算 枚 举 状态 。 


bool used[MAX_N]; 
int perm[MAX_N]; 


// 生成 {0,1,2,3,4,...,n-1} 的 n! 种 排列 


void permutation1 (int pos, int n) { 
if (pos == m) { 
/* 
* 这 里 编写 需要 对 perm 进 行 的 操作 
Ej 
return ; 


} 


// 针对 perm 的 第 pos 个 位 置 ， 究 竟 使 用 0~n-1 中 的 哪 一 个 进行 循环 
för Dhinb i = Ü l < np i+) { 
if (!used[i]) ( 
perm[pos] = i; 
// i 已 经 被 使 用 了 ， 所 以 把 标志 设置 为 true 
used[i] = true; 
permutationl(pos + 1, n); 
// 返回 之 后 把 标志 复位 
used[i] = false; 
} 
J 
return ; 


} 


#include <algorithm> 


// 即使 有 重复 的 元 素 也 会 生成 所 有 的 排列 
// next_permutation 是 按照 字典 序 来 生成 下 一 个 排列 的 
int perm2 [MAX_N]; 


void permutation2(int n) { 
for (int i 0; i < n; i++) { 
perm2[i] $a 
j; 
do { 
/* 
* 这 里 编写 需要 对 perm2 进 行 的 操作 
) while (next_permutation(perm2, perm2 + D)) 
// 所 有 的 排列 都 生成 后 ，next_permutation 会 返回 false 
return ; 


) 
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2.1.7 34% 


顾名思义 ， 穷 竭 搜 索 会 把 所 有 可 能 的 解 都 检查 一 遍 ， 当 解 空间 非常 大 时 ， 复 杂 度 也 会 相应 变 大 。 
比如 n 个 元 素 进行 排列 时 状态 数 总 共有 n! 个 ， 复 杂 度 也 就 成 了 O(n!)。 这 样 的 话 ， 即 使 x=15 计 算 也 
很 难 较 早 终止 。 这 里 简单 介绍 一 下 此 类 情形 要 如 何 进 行 优化 。 


深度 优先 搜索 时 ， 有 时 早已 很 明确 地 知道 从 当前 状态 无 论 如 何 转移 都 不 会 存在 解 。 这 种 情况 下 ， 
不 再 继续 搜索 而 是 直接 跳 过 ， 这 一 方法 被 称 作 剪 枝 。 


我 们 回想 一 下 深度 优先 搜索 的 例题 “部 分 和 问题 "。 这 个 问题 中 的 限制 条 件 如 果 变 为 0<a;<10”， 
那么 在 递归 中 只 要 sum 超 过 k 了 ， 此 后 无 论 选择 哪些 数 都 不 可 能 让 sum 等 于 k， 所 以 此 后 没有 必要 
继续 搜索 。 





剪 枝 的 情况 
关于 更 多 更 高 级 的 搜索 手段 ， 我 们 会 在 4.5 节 进行 详细 介绍 。 


专栏 栈 内 存 和 堆 内 存 人 
调用 函数 时 ， ppp 息 需要 存储 在 特定 的 内 存 区 域 。 这 个 区 域 被 
称 作 栈 内 存 区 。 另 一 方面 ， 利 用 new 或 者 malloc 进行 分 配 的 内 存 区 域 被 称 为 堆 内 存 。 

栈 内 存在 程序 启动 时 被 统一 分 配 ， 此 后 不 能 再 扩大 。 由 于 这 一 区 域 有 上 限 ， 所 以 函数 的 递归 
深度 也 有 上 限 。 虽 然 与 函数 中 定义 的 局 部 变量 的 数目 有 关 ， 不 过 一 般 情 况 下 C 和 C++ 中 进行 
上 万 次 的 递归 是 可 以 的 。 在 Java P, 在 执行 程序 时 可 以 用 参数 指定 栈 的 大 小 。 不 同 的 程序 设 
计 竞 赛 所 采用 的 设置 各 有 不 同 ， 建 议 大 家 预先 进行 确认 。GCJ 的 话 ， 程 序 是 在 自己 的 机 器 上 
执行 的 ， 所 以 可 以 自行 设置 参数 。 

全 局 变量 被 保存 在 堆 内 存 区 。 通 常 不 推荐 使 用 全 局 变量 ， 但 是 在 程序 设计 竞赛 中 ， 由 于 函数 
通常 不 是 那么 多 ， 并 且 常 常会 有 多 个 函数 访问 同一 个 数组 ， 因 此 利用 全 局 变量 就 很 方便 。 此 
外 ， 有 时 必须 要 申请 巨大 的 数组 ， 与 放置 在 栈 内 存 上 相 比 ， 将 其 放置 在 堆 内 存 上 可 以 减少 栈 
溢出 的 危险 。 同 时 ， 通 常 只 需 定 义 满足 最 大 需要 的 数列 大 小 ， 但 如 果 再 额外 定义 大 一 些 ， 能 
很 好 地 避免 粗心 导致 的 诸如 忘记 保留 字符 串 末 尾 的 '\0' 的 空间 之 类 的 漏洞 。 
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seeseessessssssesseesssessesesessessesssesssessessssssesesssssseseeeeessssessesesseseeseeeesesseseeesesessse 


吊 贪 心 法 就 是 遵循 某 种 规则 , 不 断 贪心 地 选取 当前 最 优 策略 的 算法 设计 方法 。 本 节 通 过 几 个 经 典 
贪心 问题 的 展示 ， 来 介绍 贪心 法 


2.2.1 硬币 问题 


硬币 问题 


有 1 元 、5 元 、10 元 、50 元 、100 元 、500 元 的 硬币 各 Cl、Cs、Cio、Cso、Cloo、Cso0 枚 。 现 
在 要 用 这 些 硬币 来 支付 4 元 ， 最 少 需要 多 少 枚 硬币 ?假定 本 题 至 少 存在 一 种 支付 方案 。 


在 限 制 条 件 


ə 0 <Ci, Cs, Cio, Cso, Cio C5o < 10° 
ses0<A<10 











输出 
6 ( 500 元 硬币 1 枚 ，50 元 硬币 2 枚 ，10 元 硬币 1 枚 ，5 元 硬币 2 枚 ,合计 6 枚 ) 








这 是 个 贴近 生活 的 简单 问题 。 和 凭 直觉 ， 可 以 得 出 如 下 正确 的 解答 。 


m 首先 尽 可 能 多 地 使 用 500 元 硬币 ; 

m 剩余 部 分 尽 可 能 多 地 使 用 100 元 硬币 ; 
u 剩余 部 分 尽 可 能 多 地 使 用 50 元 硬币 ; 
m 剩余 部 分 尽 可 能 多 地 使 用 10 元 硬币 ; 
m 剩余 部 分 尽 可 能 多 地 使 用 5 元 硬币 ; 
m 最 后 的 剩余 部 分 使 用 1 元 硬币 支付 。 
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或 者 ， 简 而 言 之 ， 
m 优先 使 用 面值 大 的 硬币 。 


该 算法 可 以 说 是 贪心 算法 中 最 简单 的 例子 。 上 节 的 搜索 算法 和 下 节 的 动态 规划 算法 是 在 多 种 策略 
中 选取 最 优 解 , 而 贪心 算法 则 不 同 , 它 遵 循 某 种 规则 , 不 断 地 选取 当前 最 优 策略 。 例如 在 此 题 中 ， 
“优先 使 用 面值 大 的 硬币 ”就 是 在 计算 过 程 中 所 遵循 的 规则 。 并 且 ， 我 们 只 考虑 “ 尽 可 能 多 的 使 
用 面值 大 的 硬币 ”这 一 种 当前 最 优 策略 。 


如 果 问 题 能 够 用 贪心 算法 来 求解 的 话 , 那么 它 通常 是 非常 高 效 的。 如 果 把 这 里 的 硬币 问题 当 作 一 
种 背包 问题 ( 参考 下 节 的 第 一 个 问题 )， 那 么 比 起 用 下 节 将 要 介绍 的 动态 规划 算法 求解 ， 贪 心算 
法 更 简单 高 效 。 


// 硬币 的 面值 
const int V[6] = (1, 5, 10, 50, 100, 500); 


// 输入 
ine Ciok A7 CO] = Car GU Soy oss 
int A; 


void solve() { 
int ans = 0; 
for (int i = S; 3 s= 0; ==) { 
int t = min(A / V[i], C[i]); // 使 用 硬币 i 的 枚 数 
A -= t * V[i]; 
ans += t; 


} 


printf("%*dNn", ans); 
) 


222 区间 问题 
现在 ， 让 我 们 来 考虑 一 下 如 下 问题 : 


区 间 调 度 问题 


有 nn 项 工作 ， 每 项 工作 分 别 在 s; 时 间 开 始 ， 在 时 间 结 束 。 对 于 每 项 工作 ， 你 都 可 以 选择 参 
与 与 否 。 如 果 选 择 了 参与 ， 那么 自始至终 都 必须 全 程 参 与 。 此 外 ， 参 与 工作 的 时 间 段 不 能 重 
A (即使 是 开始 的 瞬间 和 结束 的 瞬间 的 重合 也 是 不 允许 的 )。 
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工作 的 例子 参与 工作 的 例子 
你 的 目标 是 参与 尽 可 能 多 的 工作 ， 那 么 最 多 能 参与 多 少 项 工作 呢 ? 


和 限制 条 件 
e 1 < N < 100000 


e TSS sus = 1⁄0 


输入 


ns 5; 8 = (L, 2, é, 6, Br b. m 08, 5, Ta 9, 109 
(对 应 上 图 ) 





输出 
3( 选 取 工 作 1、3、5) 


这 个 问题 也 可 以 通过 贪心 算法 来 求解 , 但 不 像 前 面 的 硬币 问题 那么 简单 。 我们 可 以 设计 出 各 种 各 
样 的 贪心 算法 ,例如 下 面 的 算法 就 是 其 中 最 容易 想到 的 一 种 。 


m 在 可 选 的 工作 ( 也 就 是 和 目前 已 选 的 工作 都 不 重 盔 的 工作 ) 中 , 每 次 都 选取 开始 时 间 最 早 的 
工作 。 


该 算法 有 一 些 不 能 正确 处 理 的 情况 ， 例 如 对 于 下 面 的 情况 ， 该 算法 就 无 法 得 到 正确 的 结果 。 











一 肝癌 
不 能 正确 处 理 的 例子 
因此 ， 如 果 我 们 不 慎重 地 选择 一 个 正确 的 规则 ， 就 会 得 到 错误 的 算法 。 另 外 , 我 们 还 能 够 想到 下 
列 几 种 算法 。 
(1) 在 可 选 的 工作 中 ， 每 次 都 选取 结束 时 间 最 早 的 工作 。 
(2) 在 可 选 的 工作 中 ,每 次 都 选取 用 时 最 短 的 工作 。 


42 第 2 章 初出 苏 庐 一 一 初级 篇 


(3) 在 可 选 的 工作 中 ， 每 次 都 选取 与 最 少 可 选 工 作 有 重合 的 工作 。 


算法 一 是 正确 的 ， 而 其 余 两 种 都 可 以 找到 对 应 的 反例 。 或 者 说 , 在 有 些 情况 下 ,它们 所 选取 的 工 
作 并 非 最 优 。 


一 
算法 二 的 反例 


一 ”> 时 问 
算法 三 的 反例 
const int MAX N = 100000; 


// 输入 
int N, S[MAX_N], T[MAX_N]; 


// 用 于 对 工作 排序 的 pair 数 组 
pair<int, int> itv[MAX_N]; 


void solve() { 
// 对 paiz 进 行 的 是 字典 序 比较 
// 为 了 让 结束 时 间 早 的 工作 排 在 前 面 ， 把 IT 存 入 fizst， 把 S 存 入 second 
fòr tnt i= 0p h s N: dte) {f 
icyvli]-first = Thi]; 
itv[i].second = S[i]; 
} 


sort (itv, itv + N); 


// tt 是 最 后 所 选 工作 的 结束 时 间 
ipt ans = 0, t = Ü; 
for (ine i = 0p 1 < N; i++) { 
if (t < Ttv[1] Second, ( 
ans++; 
和 
) 
) 


printf("%dVn", ans); 





专栏 贪心 算法 的 证 明 


RANRATARTABLNLRES, PP WEP 但 
是 ， 这 不 能 算是 严格 意义 上 的 证 明 。 我 们 可 以 按 下 面 的 方法 来 证 明 。 

(1) 与 其 他 选择 方案 相 比 ， 该 算法 的 选择 方案 在 选取 了 相同 数量 的 更 早 开始 的 工作 时 ， 
其 最 终结 束 时 间 不 会 比 其 他 方案 的 更 晚 。 

(2) 所 以 ， 不 存在 选取 更 多 工作 的 选择 方案 。 


(1) 使 用 归纳 法 ，(2) 使 用 反 证 法 ， 就 可 以 完成 严格 意义 上 的 证 明 (证 明 过 程 较 长 ， 在 此 不 再 
363 )。 


在 程序 设计 竞赛 中 ， 只 要 程序 能 够 正确 运行 就 好 了 ， 严 格 意义 上 的 算法 证 明 并 不 是 必须 的 。 
因此 可 以 说 ， 有 足够 自信 的 话 是 不 需要 证 明 的 。 但 是 ， 如 果 不 能 坚信 算法 是 正确 的 ， 当 程序 
”不 能 正确 运行 时 ,就 会 搞 不 明白 到 底 是 算法 设计 有 问题 还 是 程序 实现 有 问题 。 有 时 候 在 头脑 
中 简单 地 思考 一 下 证 明 也 是 提 好 的 。 


A 
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Best Cow Line (POJ 3617) 


给 定 长 度 为 W 的 字符 串 8$， 要 构造 一 个 长 度 为 NAFA E 7。 起 初 ，7 是 一 个 空 囊 ， 随 后 反 
复 进 行 下 列 任意 操作 。 


。 从 5 的 头 部 删除 一 个 字符 ， 加 到 了 T 了 的 尾部 
| A 8 的 尾部 删除 一 个 字符 ， 加 到 了 的 尾部 


目标 是 要 构造 字典 序 " 尽 可 能 小 的 字符 串 T, 


S=“CDB° 
T= “ABC” 


jed ag 
S= “DB” S=“CD” 
T = “ABCC” T = “ABCB” 
操作 示例 
在 限制 条 件 
e 1 < N < 2000 
。 字 符 串 8 只 包含 大 写 英文 字母 





D 字典 序 是 指 从 前 到 后 比较 两 个 字符 串 大 小 的 方法 。 首 先 比 较 第 1 个 字符 ， 如 果 不 同 则 第 1 个 字符 较 小 的 字符 串 更 小 ,如 
果 相 同 则 继续 比较 第 2 个 字符 …… 如 此 继续 ， 来 比较 整个 字符 串 的 大 小 。 
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输入 
N= 6 
S = "ACDBCB 
输出 
ABCBCD ( 如 下 图 所 示 进 行 操作 ) 
开头 末尾 末尾 
S = "ACDBCB" S = "CDBCB" S = "CDBC" S= "CDB" 
T=“ Ë TIR > T="AB" > T="ABC" 
末尾 开头 开头 
S="CD" S="D" Š= w 
T = "ABCB" T = "ABCBC" T= "ABCBCD" 
输入 数据 对 应 的 最 优 操作 


从 字典 序 的 性 质 上 看 ， 无 论 7 的 末尾 有 多 大 ， 只 要 前 面部 分 的 较 小 就 可 以 。 所 以 我 们 可 以 试 一 下 
如 下 贪心 算法 : 


m 不 断 取 $ 的 开头 和 末尾 中 较 小 的 一 个 字符 放 到 7 的 末尾 。 


这 个 算法 已 经 接近 正确 了 , 只 是 针对 5$ 的 开头 和 末尾 字符 相同 的 情形 还 没有 定义 。 在 这 种 情形 下 ， 
因为 我 们 希望 能 够 尽早 使 用 更 小 的 字符 , 所 以 就 要 比较 下 一 个 字符 的 大 小 。 下 一 个 字符 也 有 可 能 
相同 ， 因 此 就 有 如 下 算法 : 


m 按照 字典 序 比 较 S 和 将 S 反 转 后 的 字符 串 5'。 

m 如 果 s 较 小 ， 就 从 5 的 开头 取出 一 个 文字 ， 追 加 到 7 的 末尾 。 

m 如 果 5 较 小 ， 就 从 5 的 末尾 取出 一 个 文字 ， 追 加 到 7 的 末尾 。 
( 如 果 相 同 则 取 哪 个 部 可 以 ) 


根据 前 面 提 到 的 性 质 ， 字 典 序 比较 类 的 问题 经 常 能 用 得 上 贪心 法 。 


// 输入 
int N: 
char S[MAX_N + 1]; 


void solve() { 
// 剩余 的 字符 串 为 S[al Sla+1], ..., S[b] 
int a = 0, D = N — 1 


while (a <= b) ( 
// 将 从 左 起 和 从 右 起 的 字符 串 比较 
bool left = false; 
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for (Gyt i = 0y & + i <s b; i++) í 
IE (Sla * 1] < S= iJ) í 
left = true; 
break; 
) 
else if [Sta +i] > Sb = 11) Í 
left = false; 
break; 
) 
) 


if (left) putchar(S[a++]); 
else putchar(S[b--]); 
) 


putchar('Nn'); 
) 
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1. Saruman's Army 


Saruman's Army (POJ 3069) 


直线 上 及 个 点 。 点 i 的 位 置 是 及 。 从 这 个 点 中 选择 若干 个 ,给 它们 加 上 标记 。 对 每 一 个 
点 ,其 距离 为 及 以 内 的 区 域 里 必须 有 带 有 标记 的 点 ( 自己 本 身 带 有 标记 的 点 ， 可 以 认为 与 其 
距离 为 0 的 地 方 有 一 个 带 有 标记 的 点 ) 在 满足 这 个 条 件 的 情况 下 ， 和 希望 能 为 尽 可 能 少 的 点 
添加 标记 。 请 问 至 少 要 有 多 少 点 被 加 上 标记 ? 

° 普通 的 点 

。 带 有 标记 的 点 


t75 20 3D 


Ui Í 
< - 


U 
LOERT, 
添加 标记 的 例子 


ARER 


e1 < N < 1000 
° 0 < R < 1000 
e 0 < X, < 1000 





(D 原始 的 P0J3617 题 目 要 求 输出 的 字符 串 按照 80 字 符 换行 ， 这 里 的 代码 还 是 行 不 通 的 。 
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n Te YS, 20; 30; 50} 


输出 


3 ( 如 上 图 所 示 ) 


最 左边 ， 所 以 显然 ) 带 有 标记 的 这 个 点 一 定 在 此 点 右 侧 ( 包含 这 个 点 自身 )。 
于 是 ， 究 竟 要 给 哪个 点 加 上 标记 呢 ? 答案 应 该 是 从 最 左边 的 点 开始 ， 距 离 为 R 以 内 的 最 远 的 点 。 
因为 更 左 的 区 域 没 有 覆盖 的 意义 ， 所 以 应 该 尽 可 能 窗 盖 更 靠 右 的 点 。 

R 的 范围 


— F 
š x 


V 、 为 了 能 覆盖 到 最 左 的 点 ， 
最 左边 的 点 。 需要 被 添加 标记 的 点 


对 于 最 左边 的 点 的 观察 
如 上 所 示 , 加 上 了 第 一 个 标记 后 , 剩 下 的 部 分 也 用 同样 的 办 法 处 理 。 对 于 添加 了 符号 的 点 右 侧 
相距 超过 R 的 下 一 个 点 ,采用 同样 的 方法 找到 其 右 侧 R 距 离 以 内 最 远 的 点 添加 标记 。 在 所 有 的 点 
都 被 覆盖 之 前 不 断 地 重复 这 一 过 程 。 


ee S 第 一 个 添加 了 标记 的 点 


: : 
R R 
从 这 个 点 开始 按照 同样 的 办 法 重复 下 去 


反复 操作 的 情况 





int N, R; 
int X[MAX_N]; 


void solve() { 
sort(X, X + N); 


int i = 0, ans = 0; 
while (i < N) { 
// s 是 没有 被 覆盖 的 最 左 的 点 的 位 置 


int s = X[i++]; 
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// 一 直 向 右前 进 直到 距 s 的 距离 大 于 R 的 点 


while (i < N && X[i] <= s + R) i++; 


// Pp 是 新 加 上 标记 的 点 的 位 置 

int p = Xi = 1]; 

// 一 直 向 右前 进 直到 距 p 的 距离 大 于 R 的 点 
while (i < N && X[i] <= p + R) i++; 


ans++; 


) 


pxzintf("%dVn", ans); 
) 


2. Fence Repair 


Fence Repair (POJ 3253) 


农夫 约翰 为 了 修理 栅栏 ， 要 将 一 块 很 长 的 木板 切割 成 W 块 。 准 备 切 成 的 木板 的 长 度 为 Li. 
思 、…、ZLN， 未 切割 前 木板 的 长 度 恰 好 为 切割 后 木板 长 度 的 总 和 。 每 次 切断 木板 时 ， 需 要 
的 开销 为 这 块 木板 的 长 度 。 例 如 长 度 为 21 的 木板 要 切 成 长 度 为 S、8、8 的 三 块 木 板 。 长 
21 的 木板 切 成 长 为 13 和 8 的 板 时 ， 开 销 为 21。 再 将 长 度 为 13 的 板 切 成 长 度 为 5 和 8 的 
板 时 ， 开 销 是 13。 于 是 合计 开销 是 34。 请 求 出 按照 目标 要 求 将 木板 切割 完 最 小 的 开销 是 
$ Ú. 

ARER 


e 1 < N < 20000 
e 0 < L; < 50000 








输出 
34 ( 对 应 于 题目 中 的 例子 ) 





由 于 木板 的 切割 顺序 不 确定 ， 自 由 度 很 高 ， 这 个 题目 貌似 很 难 入 手 。 但 是 其 实 可 以 用 略微 奇特 的 
首先 ， 切 割 的 方法 可 以 参见 下 图 的 二 又 树 来 描述 。 二 又 树 的 介绍 详 见 2.4 节 ， 如 果 对 这 一 概念 不 
了 解 可 以 先 移 步 学 习 一 下 。 
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对 应 切割 方法 的 二 叉 树 的 例子 


这 里 每 一 个 时 子 节点 就 对 应 了 切割 出 的 一 块 块 木板 。 叶 子 节点 的 深度 就 对 应 了 为 了 得 到 对 应 木板 
所 需 的 切割 次 数 ， 开 销 的 合计 就 是 各 叶子 节点 的 
木板 的 长 度 X 节 点 的 深度 


的 总 和 。 例 如 ， 上 图 示例 的 全 部 开销 就 可 以 这 样 计算 : 
3 x 2+4 x 2+5 x 2+1 x 3+2 x 3=33 

于 是 ， 此 时 的 最 佳 切割 方法 首先 应 该 具有 如 下 性 质 : 
最 短 的 板 与 次 短 的 板 的 节点 应 当 是 兄弟 节点 


Sn 


兄弟 


对 于 最 优 解 来 讲 , 最 短 的 板 应 当 是 深度 最 大 的 叶子 节点 之 一 。 所 以 与 这 个 叶子 节点 同一 深度 的 兄 
弟 节 点 一 定 存在 ， 并 且 由 于 同样 是 最 深 的 叶子 节点 ， 所 以 应 该 对 应 于 次 短 的 板 。 
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不 妨 将 L 按 照 大 小 顺序 排列 ， 那 么 最 短 的 板 应 该 是 Li 而 次 短 的 则 是 ZL,。 如 果 它 们 在 二 叉 树 中 是 兄 
弟 节点 ， 就 意味 着 它们 是 从 一 块 长 度 为 (Ci+Z2) 的 板 切 割 得 来 的 。 由 于 切割 顺序 是 自由 的 ,不妨 当 
作 是 最 后 被 切割 。 这 样 一 来 ， 在 这 次 切割 前 就 有 


(Li+L,), L, La, g Ly 


这 样 的 N-1 块 木板 存在 。 与 以 上 讨论 的 方式 相同 ， 递 归 地 将 这 N-1 块 木板 的 问题 求解 ， 就 可 以 求 
出 整个 问题 的 答案 。 这 样 实现 的 话 ， 虽 然 复杂 度 是 OOV)， 对 于 题目 的 输入 规模 来 说 ， 已 经 足以 
在 时 间 限 制 内 通过 了 。 不 过 本 题 可 以 用 O(NlogN) 的 时 间 求解 ， 我 们 将 在 2.4 节 进行 介绍 。 





typedef long long 11; 


// 输入 
int N, L[MAX_N]; 


void solve() ( 
11 ans = 0; 


// 直到 计算 到 木板 为 1 块 时 为 止 
while (N > 1) { 
// 求 出 最 短 的 板 mii1 和 次 短 的 板 mii2 
int miil = D, ma32 = T; 
if (L[miil] > L[mii2]) swap(miil, mii2); 


for (int 1 = 2; i < N; itt} X 
4E (HAI < bimi) £ 
mii2 = miil; 
miil = i; 
} 
else if (L[i] < L[mii2]) { 
mii = i; 
} 
i 


// 将 两 块 板 拼合 
int t€ = Dimiil] + L[m3121; 
ans += t; 


if (miil == N - 1) swap (miil, mii2); 
L[miil] = t; 
L[mii2] = LIN - 1]; 
N=; 
) 


DYinbtf(S%$l11laVn*t, ana); 
) 
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专栏 EAS (Huffman ) 编码 


这 个 问题 的 解法 作为 计算 霍 夫 曼 编码 的 算法 而 被 熟知 。 例 如 将 字符 用 0 和 1 组 成 的 序列 对 
应 起 来 后 ， 一 篇 文章 可 以 用 一 连 串 0 和 1 的 序列 来 表达 。 一般 的 字符 编码 就 是 这 些 对 应 关 
系 当中 的 一 种 。 但 是 , 不 同 的 字符 在 文章 中 出 现 的 频 度 会 有 所 不 同 ， 由 此 将 频 度 比 较 高 的 '@' 
对 应 到 较 短 的 序列 , 而 将 频 度 比 较 低 的 'Z' 对 应 到 较 长 的 序列 的 话 , 文章 可 以 用 更 短 的 序列 来 
表达 


霍 夫 曼 编 码 就 是 这 类 编码 方法 中 的 一 种 ,在 上 述 算 法 中 ,将 木板 换 成 字符 ,长 度 换 成 频 度 就 
可 以 了 。 这 样 ， 在 生成 的 二 又 树 中 ， 从 根 出 发 ， 走 向 左边 就 将 0， 走 向 右边 就 将 1 追加 到 编 
码 的 末尾 ， 到 达 每 个 叶子 节点 时 就 能 得 到 该 节点 对 应 的 码 字 了 





二 又 树 对 应 到 编码 的 例子 


霍 夫 曼 编码 是 当 码 字 长 度 为 整数 情况 时 最 优 的 编码 方案 。 
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区 3 : 记录 结果 再 利用 的 “动态 规划 


mz) LX] (DP: Dynamic Programming ) 是 算法 的 设计 方法 之 一 ， 在 程序 设计 竞赛 中 经 常 被 选 
作 题 材 。 在 此 ， 我 们 考察 一 些 经 典 的 DP 问题 ， 来 看 看 DP 究竟 是 何 种 类 型 的 算法 


2.3.1 记忆 化 搜索 与 动态 规划 


01 背包 问题 


有 nn 个 重量 和 价值 分 别 为 w, vj 的 物品 。 从 这 些 物品 中 挑选 出 总 重量 不 超过 刺 的 物品 ， 求 所 
有 挑选 方案 中 价值 总 和 的 最 大 值 。 


上 限制 条 件 
° l < x< 100 
e 1 < w,,v; < 100 


e 1 < W < 10000 








输出 
7 (选择 第 0、1、3 号 物品 ) 








这 是 被 称 为 背包 问题 的 一 个 著名 问题 。 个 问题 要 如 何 求解 比较 好 呢 ? 不妨 先 用 最 相 素 的 方法 ， 
Aeniiaee edad dh 这 个 想法 实现 后 的 结果 请 参见 如 下 代码 ; 
// 输入 


了 n, W; 
int w[MAX_N], v[MAX_N]; 








// 从 第 i 个 物品 开始 挑选 总 重 小 于 j 的 部 分 
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int Eeclint š, int j} ( 
int res; 
IE Lu == 99 p 
// 已 经 没有 剩余 物品 了 
res = 0; 
) else if (j < w[i]) { 
// 无 法 挑选 这 个 物品 
res = rec(i + 1, j); 
) else ( 
// 挑选 和 不 挑选 的 两 种 情况 都 尝试 一 下 
res = max(rec(i + 1, j), rec(i + 1, j - w[i]) + v[i]); 
) 
return res; 


) 


void solve() ( 
NO Wi; 
) 


只 不 过 , 这 种 方法 的 搜索 深度 是 n, 而 且 每 一 层 的 搜索 都 需要 两 次 分 支 , 最 坏 就 需要 O(2”) 的 时 间 ， 


当 n 比 较 大 时 就 没 办 法 解 了 。 所 以 要 怎么 办 才 好 呢 ? 为 了 优化 之 前 的 算法 ， 我 们 看 一 下 针对 样 例 
输入 的 情形 下 rec 递 归 调 用 的 情况 。 





递归 地 调用 


如 图 所 示 ，rec 以 (3,2) 为 参数 调用 了 两 次 。 如 果 参 数 相同 ,返回 的 结果 也 应 该 相同 ,于 是 第 二 次 调 
用 时 已 经 知道 了 结果 却 白 白浪 费 了 计算 时 间 。 让 我 们 在 这 里 把 第 一 次 计算 时 的 结果 记录 下 来 ,省 
略 掉 第 二 次 以 后 的 重复 计算 试 试 看 。 


int dp[MAX_N + 1][MAX_W + 1]; // 记忆 化 数组 





int recline is int J) 4 

人 S= Oy í 
// 已 经 计算 过 的 话 直 接 使 用 之 前 的 结果 
return dp[i] [j]; 

} 

int res; 

¿£ U asn g 
res = 0; 

} else if (j < w[i]) { 
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res = rec(i + 1, j); 
) else ( 
res = max(rec(i + 1, j), rec(i + 1, j = w[i]) + vlil); 
) 
// 将 结果 记录 在 数组 中 
return dp[i][j] = res; 


) 


void solve() { 
// 用 -1 表示 尚未 计算 过 ， 初始 化 整个 数组 
memset (dp, -1, sizeof (dp)); 
printf ("%d\n", rec(0, W)); 

} 
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这 微小 的 改进 能 降低 多 少 复杂 度 呢 7 对 于 同样 的 参数 ， 只 会 在 第 一 次 被 调用 到 时 执行 递归 部 分 ， 
第 二 次 之 后 都 会 直接 返回 。 参 数 的 组 合 不 过 n 到 种 ， 而 函数 内 只 调用 2 次 递归 ， 所 以 只 需要 O(nW) 
的 复杂 度 就 能 解决 这 个 问题 。 只 需 略 微 改良 ,可 解 的 问题 的 规模 就 可 以 大 幅 提 高 。 这 种 方法 一 般 


被 称 为 记忆 化 搜索 。 
专栏 使 用 memset 进 行 初始 化 


虽然 memset 按照 1 字 节 为 单位 对 内 存 进行 填充 ，-1 的 每 一 位 二 进 制 位 都 是 1， 所 以 可 以 像 
0 一 样 用 memset 进行 初始 化 。 通 过 使 用 memset 可 以 快速 地 对 高 维 数组 等 进行 初始 化 ， 但 是 


需要 注意 无 法 初始 化 成 1 之 类 的 数值 。 


专栏 穷竭 搜索 的 写法 ， | 
如 果 对 记忆 化 搜索 还 不 是 很 熟练 的 话 ， 可 能 会 把 前 面 的 搜索 写成 下 面 这 样 
/1 目前 选择 的 物品 价值 总 和 是 sum， 从 第 i 个 物品 之 后 的 物品 中 挑选 重量 总 和 小 于 j 的 物品 


int reclint i; int J ine sumy { 
int res; 
if QW s= n) + 
// 已 经 没有 剩余 物品 了 
res = sum; 
else if (j < w[i]) ( 
// 无 法 挑选 这 个 物品 
res = rec(i + 1, Jj, sum); 
else ( 
// 挑选 和 不 挑选 的 两 种 情况 都 尝试 一 下 
res = max(rec(i + 1, j, sum), rec(i + 1, j - w[i], sum + v[i])); 
) 
return res; 


) 


~ 


在 需要 剪 枝 的 情况 下 ， 可 能 会 像 这 样 把 各 种 参数 都 写 在 函数 上 , 但 是 在 这 种 情况 下 会 让 记忆 


化 搜索 难以 实现 ， 需 要 注意 。 
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接 下 来 ,我们 来 仔细 研究 一 下 前 面 的 算法 利用 到 的 这 个 记忆 化 数组 。 记 如 中 [六 为 根据 rec 的 定义 ， 
从 第 i 企 物品 开始 挑选 总 重 小 于 时， 总 价值 的 最 大 值 。 于 是 我 们 有 如 下 递 推 式 
dpln]lj]=0 
E ph Cj < w[i]) 
I max(dpļi + 1][ ;],dp|[i + 1][;—i]]|+ i) (其 他 ) 


如 上 所 示 , 不 用 写 递归 函数 ,直接 利用 递 推 式 将 各 项 的 值 计算 出 来 ,简单 地 用 二 重 循环 也 可 以 解 
决 这 - -问题 。 





dp[3][3]=max(dp[4][3], dp[4][1]+2) ap[0][S]=max(dp[1][5], dp[1][3]+3) 


int dp[MAX N + 1] [MAX_W + 1]; / DP 数组 


void solve() { 
for (int i = n - 1; i >= 0; i--) { 
for (int j = 0; j <= W; j++) { 
i£ (3 = wti) í 
dp[i][j] = dp[i + 1] [j]; 
} else { 
dpli] [3] = max(dp[i + 1153); apli + 1][3 = w[3i]] + viil) 
} 
} 
) 
printf("%d\n", dp[0][W]); 
) 





AAAA Ej Mim His], EON, 但 是 简洁 了 很 多 。 以 这 种 方式 一 步 步 按 顺序 求 出 问 
题 的 解 的 方法 被 称 作 动态 规划 法 ， 也 就 是 常 说 的 DP。 解 决 问题 时 既 可 以 按照 如 上 方法 从 记忆 化 
搜索 出 发 推导 出 递 推 式 ， 熟 练 后 也 可 以 直接 得 出 递 推 式 。 


专栏 注意 不 要 忘记 初始 化 
因为 全 局 数组 的 内 容 会 被 初始 化 为 0， 所 以 前 面 的 源 代码 中 并 没有 显 式 地 将 初 项 =0 进行 赋 
值 ， 不 过 当 一 次 运行 要 处 理 多 组 输入 数据 时 ， 必 须要 进行 初始 化 ， 这 点 一 定 要 注意 。 
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专栏 各 种 各 样 的 DP 
刚刚 讲 到 DP 中 关于 ;的 循环 是 北向 进行 的 。 反 之 ， 如 果 按照 如 下 的 方式 定义 递 推 关系 的 话 ， 
关于 i 的 循环 就 能 正 向 进行 。 

di+H[ 有 = 从 前 站 个 物品 中 选 出 总 重量 不 超过 /的 物品 时 总 价值 的 最 大 值 

dp[0|[/1]= 0 

TD jenn) 
d I = 
jiii hane PAENT (其 他 ) 





dp[3][4]=max(dp[2][4], dp[2][1]+4) 


void solve() { 
för (int i = 0; i < n; i++) { 
for (int j = 0; j <= W; j++} { 
rE H SW 4 
apli + 1] [j] = apli] [j]; 
} else { 
apli + 1][3] = maxtap[i] [j]; apli] [j = wli]] + viil); 
J) 
) 
) 
printf ("%d\n", dp[n][W]); 
} 


此 外 ， 除 了 运用 递 推 方式 逐 项 求解 之 外 ， 还 可 以 把 状态 转移 想象 成 从 “前 i 个 物品 中 选取 总 重 
不 超过 j 时 的 状态 ”向 “前 计 ] 个 物品 中 选取 总 重 不 超过 产 和 “前 计 1 个 物品 中 选取 总 重 不 超过 
jw[i 时 的 状态 ”的 转移 ， 于 是 可 以 实现 成 如 下 形式 : 





dp[3][1]=max(dp[3][1],dp[2][1]), dp[3][4]=max(dp[3][4],dp[2][1]+4) 


void solve() ( 
for (int i = Ü; 1 < n; i++) + 
for (ist j = O; j <= W; j++) { 
dp[li + 1J[3] = max(dp[i + 110]; d6[ill31): 
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if (j + w[i] <= W) ( 
apli + 1][j + w[i)] = max(dp[i + 1][j + wli]], dp[i][3] + vlil); 
j 
} 
} 
printf ("%d\n", dp[n][w]); 


} 
如 果 像 上 述 所 示 ， 把 问题 写成 从 当前 状态 迁移 成 下 一 状态 的 形式 的 话 ， 需 要 注意 初 项 之 外 也 
需要 初始 化 ( 这 个 问题 中 ， 因 为 价值 的 总 和 至 少 是 0， 所 以 初 值 设 为 0 就 可 以 了 ， 不 过 根据 问 
题 也 有 可 能 需要 初始 化 成 无 穷 大 )。 同 一 个 问题 可 能 会 有 各 种 各 样 的 解决 方法 ， 诸 如 搜索 的 
记忆 化 或 者 利用 递 推 关 系 的 DP， 再 或 者 从 状态 转移 考虑 的 DP 等 ， 不 妨 先 把 自己 最 喜欢 的 形 
式 掌握 熟 练 。 但 是 ， 有 些 问 题 不 用 记忆 化 搜索 也 许 很 难 求 解 ， 反 之 ,不 用 DP 复杂 度 就 会 变 
大 的 情况 也 会 有 ， 所 以 最 好 要 掌握 各 种 形式 的 DP 


最 长 公共 子 序列 问题 


给 定 两 个 字符 串 sis2…s, 和 tit…t。 求 出 这 两 个 字符 串 最 长 的 公共 子 序列 的 长 度 。 字 符 串 
S152…5$n 的 子 序列 指 可 以 表示 为 Si Si SS (<P<…<zi) 的 序列 


ARER 


e ] < n.m < 1000 











n = 4 

m= 4 

s = "abcd 

t = "becd 
输出 

3 bed") 





这 个 问题 是 被 称 为 最 长 公共 子 序列 问题 ( LCS, Longest Common Subsequence ) 的 著名 问题 。 不 
妨 用 如 下 方式 定义 试 试看 : 

dp 四 中:=s1…si 和 t1…t 对 应 的 LCS 的 长 度 
HIE, sposini t ATATA AEE 

Ž satan}, 在 s1…sij 和 11…t 的 公共 子 列 末 尾 追 加 上 sj,1 

seoste etat AT] 

Sl'…Sil 和 41…b 的 公共 子 列 
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三 者 中 的 某 一 个 ， 所 以 就 有 如 下 的 递 推 关系 成 立 ” 
max(dp[i][j]+1, dpli[j +1],dpli+1][)]) (S = ta) 
max(dp[i][j +1], dp[i+1][/]) (其 他 ) 
这 个 递 推 式 可 用 O(nm) 计 算出 来 ，dp[n][m] 就 是 LCS 的 长 度 。 


dlit» 





// 输入 
ine i; i 
char s[MAX_N], t[MAX_M]; 


int dp[MAX_N + 1] [MAX_M + 1]; // DP 数组 
void solve() { 


for (int i = O; i < n; ++) { 
fòr (it 3 = O; J š W; get) f 
¿ 


if (s[i] == t[j1) { 

apti + 113 + TT = apriri] + 3 
) else ( 

dpli + 2] [3 s 2 = mataa wil dpi e= Ds 
) 


) 
) 
printf ("%đd\n", dp[n][m]); 
) 


2.3.2 进一步 探讨 递 推 关 系 


完全 背包 问题 


有 nn 种 重量 和 价值 分 别 为 wi, vi 的 物品 。 从 这 些 物品 中 挑选 总 重量 不 超过 刺 的 物品 ， 求 出 挑 
选 物品 价值 总 和 的 最 大 值 。 在 这 里 ， 每 种 物品 可 以 挑选 任意 多 件 。 


ARERI 
el<n< 100 

e ] < w,, v; < 100 
e I < W < 10000 





D mw a Faks Els. =; BF, FH 2edp[i+1]IU+1]=dp[iU]+ RELAT 
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输入 


n=3 
UW; v) = Tai Aye r Sja (2, y) 


输出 


10 ( 0 号 物品 选 1 个 ，2 号 物品 选 2 个 ) 


这 次 同一 种 类 的 物品 可 以 选择 任意 多 件 了 。 我 们 再 试 着 写 出 递 推 关系 。 
令 加 [HH 站 = 从 前 种 物品 中 挑选 总 重量 不 超过 /时 总 价值 的 最 大 值 。 那 么 递 推 关系 为 : 


dp[0][;] = 0 
qp[i +1][;] = max (dp[i — kx j i]] + kx [i] 0 < k} 


让 我 们 试 着 编写 一 下 按照 这 个 递 推 关系 求解 的 程序 : 
int dp[MAX_N + 1] [MAX_W + 1]; // DP 数组 


void solve() { 
for (ist i= 0p i mR f+) {f 
for (int j = 0; j <= W; j++) { 
for (int k = 0; k * wli] <= j; k++) ( 
dp[i + 1][j] = max(dp[i + 1][j], dp[i][j - k * w[i]] + k * v[i]); 
) 
) 
) 
printf("%d\n", dp[n][W]); 
) 


这 次 的 程序 成 了 三 重 循环 。 关于 k 的 循环 最 坏 可 能 从 0 循环 到 到 , 所 以 这 个 算法 的 复杂 度 为 OUz1P)， 
这 样 并 不 够 好 。 


我 们 来 找 一 下 这 个 算法 中 多 余 的 计算 ( 即 已 经 知道 结果 的 计算 )。 





在 dp[i+1][] 的 计算 中 选择 K(k 宇 1) 个 的 情况 ,与 在 dp[i+1][-w[ 让 的 计算 中 选择 k-1 个 的 情况 是 相同 
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的 , 所 以 加 [i++1] 四 的 递 推 中 上 > 1 部 分 的 计算 已 经 在 加 [i+l][ 一 w[ 可 的 计算 中 完成 了 。 那么 可 以 按照 
如 下 方式 进行 变形 : 

max{dp[i][j -kxi]]+kxwi]|0 < k} 

= max(dp[i][ j], max {dp[i][j - kx w{i]]+ k xv[i]| 1< k}) 

= max(dp[i][ j], max {dp[i][(j - w{i]) - kx w[i] + k xv[i]| 0 < k} + v{i]) 

= max(dp[i][j], dpli +1][ j — w{i]] + v[i]) 


iF — RRA i K FAIA T, (E AHON E A Blai 





void solve() { 
for linte i = UF i's nz d+) f 
for (int j = 0; j <= W; j++) { 
L£ G < yli í 
dp[i + 1][j] = dp[i][j]; 
) else ( 
dp[i + 1][j] = max(dp[i][j], dp[i + 1][j - w[i]] + v[i]); 
) 
$ 
} 
printf ("%d\n", dp[n][wW]); 
} 


此 外 ， 此 前 提 到 的 01 背 包 问 题 和 这 里 的 完全 背包 问题 ， 可 以 通过 不 断 重 复 利 用 一 个 数组 来 
实现 。 


01 背 包 问 题 的 情况 
int dp[MAX_W + 1]; // DP 数组 


void solve() { 
fört (Gatai =a Qz 3 I 4 
for Gut J= w; J >= wijz J=) í 
dp[j] = max(dp[j], dp[j - w[i]] + v[i]); 
) 
) 
printf ("%$d\n", dp[W]); 
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完全 背包 问题 的 情况 
int dp[MAX_W + 1]; // DP 数组 


void solve() ( 
for nt i = 0; £ < ñ; je) £ 
for (int j = w[i]; j <= W; j++) ( 
dp[j] = max(dp[j], dp[j - w[i]] + v[i]); 
J 
} 
printf ("%d\n", dp[W]); 
} 


像 这 样 书写 的 话 ， 两 者 的 差异 就 变 成 只 有 循环 的 方向 了 。 重 复 利 用 数组 虽然 可 以 节省 内 存 空间 ， 
但 使 用 得 不 好 将 有 可 能 留 下 bug， 所 以 要 格外 小 心 。 不 过 出 于 节约 内 存 的 考虑 ， 有 时 候 必 须要 重 
复 利 用 数组 。 也 存在 通过 重复 利用 能 够 进一步 降低 复杂 度 的 问题 。 这 些 我 们 会 在 后 面 介 绍 : 


专栏 DP 数组 的 再 利用 a y 7 5 5 
除 上 面 的 情况 之 外 ， 还 有 可 能 通过 将 两 个 数组 滚动 使 用 来 实现 重复 利用 。 例 如 此 前 的 
dp[i+1] [j]=max (dp[i] [j], dpli+1][j-wli]]+v[i] 


ik—i#j& KP, doli] ARAR EE dpl dp[i+1], MATARAE pa F 3⁄2 SÑ : 
int dp[2] [MAX_W + 1]; // DP 数组 


void solve() ( 
for Goe k = 02 P < ñr Ire i 
for (int j = 0; j <= W; j++) { 
IE (3 < Wiry + 
api * 43 & 213 = dp[i & 1] 3]; 
) else ( 
dp[(i + 1) & 1][j] = max(dp[i & 1][j], dp[(i + 1) & 1][j - w[i]] + v[i]); 
) 
) 
) 
printf("sd\nt, dopln & 1) [WJ); 
) 


01 背包 问题 之 2 


有 n 个 重量 和 价值 分 别 为 w, vi 的 物品 。 从 这 些 物品 中 挑选 总 重量 不 超过 画 的 物品 ， 求 所 有 
挑选 方案 中 价值 总 和 的 最 大 值 。 


ARERI 

e] < n < 100 
° | < w, < 107 
° 1 < v, < 100 
° 1 < W < 10? 
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(w, v) = ((2, 3), (1, 2), (3, 4), (2, 2)) 


输出 
7 (选择 第 0、1、3 号 物品 ) 





这 一 问题 与 最 初 的 01 背 包 问题 相 比 ,只 是 修改 了 限制 条 件 的 大 小 。 此 前 求解 这 一 问题 的 方法 的 复 
杂 度 是 O(nF)， 对 于 这 一 问题 的 规模 来 讲 就 不 够 用 了 。 在 这 个 问题 中 ， 相 比较 重量 而 言 ， 价 值 的 
范围 比较 小 ， 所 以 可 以 试 着 改变 DP 的 对 象 。 之 前 的 方法 中 ,我 们 用 DP 针对 不 同 的 重量 限制 计算 
最 大 的 价值 。 这 次 不 妨 用 DP 针对 不 同 的 价值 计算 最 小 的 重量 。 


定义 dp[ 计 1] 四 := 前 ;个 物品 中 挑选 出 价值 总 和 为 时 总 重量 的 最 小 值 ( 不 存在 时 就 是 一 个 充分 大 的 
数值 INF )。 由 于 前 0 个 物品 中 什么 都 挑选 不 了 ， 所 以 初始 值 为 


dp[0][0]=0 
dp[0] [j]=INF 


此 外 ， 前 个 物品 中 挑选 出 价值 总 和 为 ) 时 ， 一 定 有 
前 -1 个 物品 中 挑选 价值 总 和 为 的 部 分 
前 三 1 个 物品 中 挑选 价值 总 和 为 广 v[ 中 的 部 分 ， 然 后 再 选中 第 ;个 物品 
这 两 种 方法 之 一 ， 所 以 就 能 得 到 
dp[i+1][/]]min(dp[i]U;],dp[i|U-v|i]lwli) 
这 一 递 推 式 。 最 终 的 答案 就 对 应 于 令 加 四 四 大 刺 的 最 大 的 /-。 
通过 这 样 求解 ， 复 杂 度 就 成 了 O(nzv;)， 对 此 题 限制 条 件 下 的 输入 就 可 以 在 时 间 限 制 内 解 出 了 。 


当然 ， 如果 价值 变 大 了 的 话 , 这 里 的 算法 也 变 得 不 可 行 了 。 也 就 会 有 像 这 样 需 要 依据 问题 的 规模 
来 改变 算法 的 情况 存在 。 


int dp[MAX_N + 1] [MAX N * MAX_V + 1]; // DP 数组 


void solve() ( 
fill(dp[0], dp[0] + MAX_N * MAX_V + 1, INF); 
dp[0][0] = 0; 
for (inè i = 07 Y < n; itt) + 
for (int j = 0; j <= MAX N * MAX V; j++) ( 
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SE 0 < VLN i 
dp[i + 1][j] = dp[i] [j]; 
} else { 
dp[i + 1][j] = min(dp[i] [j], dp[i][j - v[i]] + w[i]); 
} 
} 
} 
int res = 0; 
for (int i = 0; i <= MAX_N * MAX_V; i++) if (dp[n][i] <= W) res = i; 
printf ("%d\n", res); 





多 重 部 分 和 问题 


有 nn 种 不 同 大 小 的 数字 a, 每 种 各 mi 个 。 判断 是 否 可 以 从 这 些 数 字 之 中 选 出 若干 使 它们 的 和 
恰好 为 KK 


在 限制 条 件 


° | < n < 100 
e Í < a; m;< 100000 
e 1 < K < 100000 





wap s 
"əÜ" W "f AN 
一 
w 
N 
N 





输出 


Yes (3*3+8=17) 
这 个 问题 可 以 用 DP 求 解 ， 不 过 如 何 定义 递 推 关 系 会 影响 到 最 终 的 复杂 度 。 首 先 我 们 看 一 下 如 下 
定义 : 
dp[i+1][]:= 用 前 i 种 数字 是 否 能 加 和 成 j 


为 了 用 前 ;种 数字 加 和 成 ;， 也 就 需要 能 用 前 计 1 种 数字 加 和 成 j,j-ai…,j=mixai 中 的 某 一 种 。 由 此 我 
们 可 以 定义 如 下 递 推 关系 : 


dp[i+1][/]Ü=(0< k<m,RE.kxa,< j# EAk dpl -kal A A tik) 
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// 输入 

int n; // 数列 的 长 度 
int K; // 目标 的 和 数 
int a[MAX_N]; // 值 
int m[MAX_N]; // 个 数 


bool dp[MAX_N + 1] [MAX_K + 1]; // DP 数组 


void solve() { 
dp[0] [0] = true; 
for tinte 3 = D; k < ni irt) 4 
fór (int j = O+ j <= Ky j++) Í 
for (int k = 0; k <= m[i] && k * ali] <= j; k++) { 
dp[i + 1][j] |= dp[i][j - k * a[ill; 
) 
] 
) 
if (dp[n][K]) printf ("Yes\n"); 
else printf ("No\n"); 


} 


这 个 算法 的 复杂 度 是 O(KEm;)， 这 样 并 不 够 好 。 一 般 用 DP 求 取 bool 结 果 的 话 会 有 不 少 浪费 ， 同 样 
的 复杂 度 通常 能 获得 更 多 的 信息 。 在 这 个 问题 中 , 我 们 不 光 求 出 能 和 否 得 到 目标 的 和 数 ， 同 时 把 得 
到 时 w 这 个 数 还 剩 下 多 少 个 可 以 使 用 计算 出 来 ， 这 样 就 可 以 减少 复杂 度 。 


dp[i 计 1] 中 := 用 前 i 种 数 加 和 得 到 j 时 第 i 种 数 最 多 能 剩余 多 少 个 ( 不 能 加 和 得 到 ;的 情况 下 为 -1 ) 


按照 如 上 所 述 定 义 递 推 关系 ， 这 样 如 果 前 二 1 个 数 加 和 能 得 到 ;的话 ， 第 ;个 数 就 可 以 留 下 mj 个 。 此 
外 ,前 ;种 数 加 和 出 j-aj 时 第 ;种 数 还 剩 下 k(k>0) 的 话 ， 用 这 i; 种 数 加 和 j 时 第 ;种 数 就 能 镜 下 kl 个 。 由 
此 我 们 能 得 出 如 下 递 推 式 。 
m, (dplillj]>0) 
dp[i +1][/] =+ —1 (j < a3% dpli+1][j-a,]<0) 
dp[i+1][j 一 a]-1 (其 他 ) 


这 样 ， 只 要 看 最 终 是 否 满足 dp[n][K] 宇 0 就 可 以 知道 答案 了 。 
这 个 递 推 式 可 以 在 O(nK) 时 间 内 计算 出 结果 。 再 将 数列 重复 利用 的 话 ， 就 得 到 了 如 下 代码 : 
int dp[MAX_K + 1]; // DP 数组 


void solve() { 
memset (dp, -1, sizeof (dp)); 
dp[0] = 0; 
for (iant i = 07 š w ma iE) { 
for (int j = O; j <= K; j*+Y { 
if (dp[j] >= 0) ( 
dp[j] = m[i]; 
} else if (j < a[i] || dp[j - a[i]] <= 0) ( 
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dp[j] = -1; 
} else { 
dpl] = apl = maja = ig 


} 
} 
) 
if (dp[K] >= 0) printf("YesNn"); 
else printf("NoNn"); 


) 


最 长 上 升 子 序列 问题 


有 一 个 长 为 n 的 数列 ay a, anio 请 求 出 这 个 序列 中 最 长 的 上 升 子 序列 的 长 度 。 上 升 子 序 
列 指 的 是 对 于 任意 的 i<j 都 满足 qj<aj 的 子 序 列 。 


ARERI 


e] < n < 1000 


e 0 < a, < 1000000 





输出 
3 (ai，aj，a 构 成 的 子 序列 2，3，5 最 长 ) 





这 个 问题 是 被 称 作 最 长 上 升 子 序列 ( LIS，Longest Increasing Subsequence ) 的 著名 问题 。 这 一 问 
题 通过 使 用 DP 也 能 很 有 效率 地 求解 。 我 们 首先 来 建立 一 下 递 推 关系 。 


定义 dp[i]:= 以 a 为 末尾 的 最 长 上 升 子 序列 的 长 度 
以 a 结尾 的 上 升 子 序列 是 


只 包含 di 的 子 序列 
在 满足 /ci 并 且 a<ai 的 以 q 为 结尾 的 上 升 子 列 末尾 ， 追 加 上 ai 后 得 到 的 子 序 列 


这 二 者 之 一 。 这 样 就 能 得 到 如 下 的 递 推 关系 : 
dp[i]=max {1,4dpD]+1)<iHa<a;} 
使 用 这 一 递 推 公式 可 以 在 O(n”) 时 间 内 解决 这 个 问题 。 
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// 输入 
ine m; 
int a[MAX_N]; 


int dp[MAX_N]; // DP 数组 


void solve() { 
int res = 0; 
for (ine i= OF i < ñ; ita 
dp[i] = 1; 
for (ne 3 = O J < š; Atk iE tal] < ariy t 
dp[i] = max(dp[i], dp[j] + 1); 
) 
res = max(res, dp[i]); 
) 
printf("%dVn", res); 
) 


此 外 还 可 以 定义 其 他 的 递 推 关 系 。 前 面 我 们 利用 DP 求 取 针 对 最 末 位 的 元 素 的 最 长 的 子 序列 。 如 
果子 序列 的 长 度 相同 ， 那 么 最 末 位 的 元 素 较 小 的 在 之 后 会 更 加 有 优势 ， 所 以 我 们 再 反 过 来 用 DP 
针对 相同 长 度 情况 下 最 小 的 末尾 元 素 进行 求解 。 


dp[ 让 := 长 度 为 计 1 的 上 升 子 序列 中 末尾 元 素 的 最 小 值 ( 不 存在 的 话 就 是 INF ) 
我 们 来 看 看 如 何 用 DP 来 更 新 这 个 数组 。 


最 开始 全 部 dp 四 的 值 都 初始 化 为 INF。 然 后 由 前 到 后 逐个 考虑 数列 的 元 素 ， 对 于 每 个 a;， 如 果 二 0 
或 者 dp[i-1]<a 的 话 ， 就 用 dp[i=min(4dp[i], qj) 进行 更 新 。 最 终 找 出 使 得 dp[i]<INF 的 最 大 的 it+1 就 是 
结果 了 。 这 个 DP 直接 实现 的 话 ， 能 够 与 前 面 的 方法 一 样 在 O(n ) 的 时 间 内 给 出 结果 ,但 这 一 算法 
还 可 以 进一步 优化 。 首 先 dp 数列 中 除 INF 之 外 是 单调 递增 的 ， 所 以 可 以 知道 对 于 每 个 a 最 多 只 需 
要 1 次 更 新 。 对 于 这 次 更 新 究竟 应 该 在 什么 位 置 ， 不 必 逐 个 遍历 ， 可 以 利用 二 分 搜索 ， 这 样 就 可 
以 在 O(nlogn) 时 间 内 求 出 结果 。 


int dp[MAX_N]; // DP 数组 


void solve() { 
£1ll (do, ap * n; INP); 
fór nt š = O; £ < ñ; 14) Q 
*lower_bound(dp, dp + n, a[i]) = a[i]; 
) 
printf("%d\n", lower_bound(dp, dp + n, INF) - dp); 
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DP 数组 的 变化 
专栏 lower bound 


上 面 的 源 代 码 中 使 用 了 lower bound 这 个 STL 函数 。 这 个 函数 从 已 排 好 序 的 序列 a 中 利用 二 
分 搜索 找 出 指向 满足 akt qj 的 最 小 的 指针 。 类 似 的 函数 还 有 upper_bound, 这 一 函数 求 出 
的 是 指向 满足 akt qi 的 最 小 的 指针 。 也许 大 家 觉得 这 稍微 有 点 复杂 , 但 有 了 它们 ， 比 如 长 
度 为 n 的 有 序数 组 a 中 的 上 的 个 数 ， 可 以 用 下 面 的 代码 求 出 


upper_bound(a, a+n, k) - lower_ bound(a, a+n, k) 


所 以 使 用 熟练 了 会 非常 方便 。 


23.3 ”有 关 计 数 问题 的 DP 


划分 数 
有 nn 个 无 区 别 的 物品 ， 将 它们 划分 成 不 超过 加 组 ， 求 出 划分 方法 数 模 MM 的 余数 。 


ARRIR 
e° | < m < n < 1000 


9 2 < M < 10000 
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10000 


输出 


4 (1+1+2=1+3=2+2=4) 





这 样 的 划分 被 称 作 n 的 m 划 分 ， 特 别 地 ，m=n 时 称 作 n 的 划分 数 "。DP 不 仅 对 于 求解 最 优 问题 有 效 ， 
对 于 各 种 排列 组 合 的 个 数 、 概 率 或 者 期 望 之 类 的 计算 同样 很 有 有 用。 在 此 ， 我 们 定义 如 下 。 
c 弛 DID 二 的 ij 刘 分 的 总 数 


根据 这 一 定义 可 以 得 到 怎样 的 递 推 关系 呢 ? 将 /分 划分 从 的 话 , 可 以 先 取出 [个 , 然后 将 剩 下 的 /天 
个 分 成 天 1 份 ， 这 时 大 家 是 不 是 认为 也 许 就 可 以 得 到 下 面 的 递 推 式 了 ? 


pu L)= $ dli- U -有 


但 很 不 幸 的 是 ， 这 个 递 推 是 不 正确 的 。 用 这 个 办 法 的 话 ， 例 如 1+1+2 和 1+2+1 的 划分 就 被 当成 是 
不 同 的 划分 来 计数 了 ”。 为 了 不 重复 计数 ， 我 们 需要 寻找 别 的 递 推 关系 。 考 虑 n 的 m 划 分 
aX a, =n), 如 果 对 于 每 个 都 有 a>0, 那么 {ar-1} 就 对 应 了 n-m 的 m 划 分 。 另外 ,如果 存在 a=0， 
那么 这 就 对 应 了 n 的 m-1 划 分 。 综 上 ， 我 们 可 得 出 了 如 下 递 推 关 系 。 


dplil[j]=dp[il[j-i]+dp[i-1][;] 


这 个 递 推 式 可 以 不 重复 地 计算 所 有 的 划分 ,复杂 度 为 O(nm)。 像 这 样 需要 在 计数 问题 中 解决 重复 
计算 问题 时 ， 需 要 特别 小 心 。 


// WA 
Idt s, m; 


int dp[MAX_M + 1][MAX_N + 1]; // DP 数组 


void solve() ( 
dp[0][0] = 1; 
for (int i = 1; i <= m; i++) { 
for (dnt j = 0; j <= n; j++) í 


(D 将 基数 为 "的 集合 划分 为 恰好 k 个 非 空 集 的 方法 的 数目 称 为 第 二 类 Stirling 数 ;而 将 基数 为 z 的 集合 划分 为 任意 个 空 集 的 
方法 的 数目 称 为 Bell 数 。 译 者 注 
D 即 划分 后 装 入 m 个 不 同 的 箱子 
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if (j - ií >= 0) { 
apli] = bapli = TI * del3][jg = 1J} % NS; 
) else ( 
dp[i][j] = dp[i - 1][j]; 
) 
) 
) 
printf("%d\n", dp[m][n]); 
} 


多 重 集 组 合 数 


有 nn 种 物品 ， 第 i 种 物品 有 a 个 。 不同 种 类 的 物品 可 以 互相 区 分 但 相同 种 类 的 无 法 区 分 。 从 
这 些 物品 中 取出 m 个 的 话 ， 有 多 少 种 取 法 ? 求 出 方案 数 模 M 的 余数 。 


个 限制 条 件 
。1<n< 1000 
e 1 < m < 1000 
e 1 < a; < 1000 
e 2 < M < 10000 





9 


输入 
n=3 
m=3 
a = CL. 2a J} 
M = 10000 
输出 





6 (0+0+3, 0+1+2, 0+2+1, 1+0+2, 1+1+1, 1+2+0) 


为 了 不 重复 计数 ， 同 一 种 类 的 物品 最 好 一 次 性 处 理 好 。 于 是 我 们 按照 如 下 方式 进行 定义 。 
dp[it+1][ 有 := 从 前 i 种 物品 中 取出 j 个 的 组 合 总 数 
为 了 从 前 ;种 物品 中 取出 j 个 , 可 以 从 前 计 1 种 物品 中 取出 j-k 个 ,再 从 第 ;种 物品 中 取出 k 个 添加 进来 ， 
所 以 可 以 得 到 如 下 递 推 关系 
min( j.a[i]) 
dp[li+l][j]= >, dp[il[j-#] 


k=0 


直接 计算 这 个 递 推 关系 的 话 复杂 度 是 O(nm”)， 不 过 因为 我 们 有 


min( j.a[i]) 


> dp[lil[j-h]= 


k=0 


min( j-l,a[i]) 


k=0 


所 以 可 以 变形 为 如 下 形式 
dpli+ 1][j]= dp[i + 1|[ i —1]+ dpli)[;] - dplil[lj -1-a] 


这 样 复 杂 度 就 下 降 到 O(nm) 了 。 


// 输入 
int Hs my 
int a[MAX_N]; 


int dp[MAX_N + 1] [MAX_M + 1]; // DP 数组 


void solve() { 


// 一 个 都 不 取 的 方法 总 是 只 有 一 种 


for (int i = 
dp[i][0] = 

) 

for (int i = 
for (int 4 


0; 
1; 


0; 


i <= n; i++) ( 


L < ñ; Soka d 
1; j <= m; j++) { 


if (j = 1 = a[i] >= 0) í 
// 在 有 取 余 的 情况 下 ， 要 避免 减法 运算 的 结果 出 现 负数 、 
apii s ILJI = (apte = ATS = sJ * 306T3]131 = gpi = 4 = 8[31] = My %$ N; 


) else ( 


dpli + III = (dapi + ML = 131 


) 
] 
) 


Drintf (FSdNDRY, 


) 


dp[n] [m]); 


23 记录 结果 再 利用 的 “动态 规划 ” 


> dphullj-1-k]+dpull;]- dplil[j -1-a] 


+ dp[i][j]) % W; 


外 通常 ,为 了 方便 ,我 们 在 计算 过 程 中 只 需要 保证 不 会 溢出 ， 输 出 答案 时 再 保证 不 会 是 负数 。 一 一 译 者 注 
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seseseseseeseseeseseseessssesssesssesessessesesseseesesessesessssssessssesssesesessesssssssssesseseseseseeseseeseseeeseee 


sseeeseseeeeesseeseeeseeeseeesesseseeesseesseseeeseesesssssesssseesseesesssesessesessessessssessseeseseseeseeseseseee 


呈 数 据 结构 指 的 是 存储 数据 的 方式 。 用 不 同 的 方式 存储 数据 ， 可 以 对 数据 做 不 同 的 高 效 操作 。 本 
节 我 们 将 会 讨论 “ 堆 "、“ 二 又 搜索 树 ”"、“ 并 查 集 ”这 三 种 数据 结构 


2.4.1 树 和 二 叉 树 





父亲 ~、 
兄弟 一 
< 一 儿子 
节点 、 边 、 根 、 叶 子 的 例子 父亲 、 兄 弟 、 儿 子 的 例子 


图 中 的 圆圈 代表 “节点 "， 线 代表 “ 边 ”。 在 这 一 节 里 ,我 们 把 树 的 根 所 表示 的 节点 提 到 整 棵 树 的 
最 上 面 。 每 个 节点 在 保存 了 各 自 的 信息 之 外 ,都 还 拥有 儿子 节点 。 把 自己 作为 儿子 的 节点 叫做 父 
亲 节 点 。 拥 有 同一 父亲 的 节点 互 为 兄弟 节点 。 没 有 儿子 的 节点 叫做 叶子 节点 。 "二叉树 ”是 树 中 
所 有 节点 的 儿子 个 数 都 不 超过 2 的 树 ， 


RiR 


二 叉 树 的 例子 和 非 二 又 树 的 树 的 例子 
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2.4.2 ”优先 队列 和 堆 
1. 优先 队列 
能 够 完成 下 列 操 作 的 数据 结构 叫做 优先 队列 。 


a 插入 一 个 数值 
a 取出 最 小 的 数值 ( 获得 数值 ， 并 且 删 除 ) 


CDDC 
OS 


取出 最 小 值 1 
优先 队列 的 示意 图 

能 够 使 用 二 又 树 高 效 地 解决 上 述 问 题 的 ， 是 一 种 叫做 “ 堆 ”" 的 数据 结构 。 

2. 堆 的 结构 

堆 就 是 像 下 图 这 样 的 二 又 树 。 


堆 的 例子 


堆 最 重要 的 性 质 就 是 儿子 的 值 一 定 不 小 于 父亲 的 值 。 除 此 之 外 , 树 的 节点 是 按 从 上 倒 下 、 从 左 到 
右 的 顺序 紧凑 排列 的 。 


D 严格 来 讲 ， 堆 也 有 不 同 的 种 类 。 这 是 一 种 叫做 二 又 堆 的 数据 结构 。 
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I 
o ND O © 
0000 0000 


插入 数值 的 例子 
如 上 图 所 示 ， 在 向 堆 中 插入 数值 时 ， 首 先 在 堆 的 末尾 "插入 该 数值 ， 然 后 不 断 向 上 提升 直到 没有 


KNEE E 
asa (2) 
4 大 小 颠倒 





取出 最 小 值 的 例子 


如 上 图 所 示 ， 从 堆 中 删除 最 小 值 时 ,首先 把 堆 的 最 后 一 个 节点 的 数值 复制 到 根 节 点 上 , 并且 删 除 
最 后 一 个 节点 。 然 后 不 断 向 下 交换 直到 没有 大 小 颠倒 为 止 。 在 向 下 交换 的 过 程 中 ， 如 果 有 2 个 儿 
子 ， 那么 选择 数值 较 小 的 儿子 ( 如果 儿 子 比 自己 小 的 话 ) 进行 交换 。 


3. 堆 的 操作 的 复杂 度 


堆 的 两 种 操作 所 花 的 时 间 都 和 树 的 深度 成 正比 。 因 此 ， 如 果 一 共有 n 个 元 素 ， 那 么 每 个 操作 可 以 
在 O(logn) 的 时 间 内 完成 。 


4. 堆 的 实现 


下 面 我 们 来 看 一 下 堆 的 实现 的 例子 。 我 们 不 使 用 指针 来 表示 二 又 树 ,而 是 如 下 图 所 示 , 给 每 个 节 
点 赋予 一 个 编号 ， 并 用 数组 来 存储 。 此 时 ， 儿 子 的 编号 就 满足 如 下 性 质 。 


m 左 儿 子 的 编号 是 自己 的 编号 x 2+1 
m 右 儿 子 的 编号 是 自己 的 编号 x 2+2 


D 为 了 使 数据 按照 从 上 倒 下 、 从 左 到 右 的 顺序 紧凑 排列 ， 在 最 下 面 一 层 尽 可 能 靠 左 的 节点 插 人 该 数值 。 
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int heap[MAX_N], sz = 0; 
void push(int x) { 
// 自己 节点 的 编号 


int i = sz++; 


while (i > 0) { 
// 父亲 节点 的 编号 
int p = ti = 1y 7 2; 


// 如 果 已 经 没有 大 小 颠倒 则 退出 
if (heap[p] <= x) break; 


// 把 父亲 节点 的 数值 放下 来 ， 而 把 自己 提 上 去 
heap[i] = heap[p]; 
i = p; 


int pop() ( 
// 最 小 值 


int ret = heap[0]; 


// 要 提 到 根 的 数值 


int x = heap[--sz]; 


// 从 根 开始 向 下 交换 
ine is Ü; 
while (i * 2 + 1 < sz) 1 
// 比较 儿子 的 值 
RE ë = 1 *& Z + 1, B em yt t 2 + 2: 
1f (b < sz && heap[b] < heap[a]) a = b; 


// 如 果 已 经 没有 大 小 颠倒 则 退出 


if (heap[a] >= x) break; 


// 把 儿子 的 数值 提 上 来 
heap[i] = heap[a]; 
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heap[i] = x; 


return ret; 


} 
5. 编程 语言 的 标准 库 


实际 上 , 大 部 分 情况 下 并 不 需要 自己 实现 堆 。 在 许多 编程 语言 的 标准 中 , 都 包含 了 优先 队列 的 高 
效 实 现 。 例 如 在 C++ 中 ， STL 里 的 priority_queue 就 是 其 中 之 一 。 不 过 需要 注意 的 是 ， 
priority_queue 与 上 面 讲 的 优先 队列 有 所 不 同 ， 取 出 数值 时 得 到 的 是 最 大 值 。 下 面 是 一 些 使 用 
priority_queue 的 简单 例子 。 


#include <queue> 
#include <cstdio> 
using namespace std; 


int main() { 
// 声明 
priority_queue<int> pque; 


// 插入 元 素 

pque.push (3); 
pque.push(5); 
pque.push (1); 


// 不 断 循环 直到 空 为 止 

while (!pque.empty()) { 
// 获取 并 删除 最 大 值 
printf ("%d\n", pque.top()); 
pque.pop(); 

} 


return 0; 


} 





D 


需要 运用 优先 队列 的 题目 


Expedition (POJ 2431) 





你 需要 驾驶 一 辆 卡车 行驶 也 单位 距离 。 最 开始 时 ， 卡 车 上 有 已 单 位 的 汽油 。 卡 车 每 开 1 单位 
距离 需要 消耗 1 单位 的 汽油 。 如 果 在 途中 车 上 的 汽油 耗 尽 ， 卡 车 就 无 法 继续 前 行 ， 因 而 无 法 
到 达 终 点 。 在 途中 一 共有 个 加 油 站 。 第 i 个 加 油 站 在 距离 起 点 省 单位 距离 的 地 方 "， 最 多 


(D 实际 上 POJ2431 的 输入 数据 中 给 的 是 加 油 站 到 终点 的 距离 。 在 这 里 我 们 为 了 方便 起 见 , 改 成 了 从 起 点 到 加 油 站 的 距离 。 
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可 以 给 卡车 加 B; 单 位 汽油 。 假设 卡 车 的 燃料 箱 的 容量 是 无 限 大 的 ， 无论 加 多 少 油 都 没有 问 
题 。 那 么 请 问 卡车 是 否 能 到 达 终 点 ? 如 果 可 以 ， 最 少 需要 加 多 少 次 油 ? 如 果 可 以 到 达 终 点 ， 
输出 最 少 的 加 油 次 数 ， 否 则 输出 -1。 


ARER 
e | < N < 10000 


e 1 < L < 1000000, 1 < P < 1000000 
. 1 SARLA < B, < 100 





输入 





= 4, L = 25, P = 10 
A = (10, 1⁄4, 20, 21 
B = (10, 5, 2, 4) 


输出 
2 (在 第 1 个 和 第 2 个 加 油 站 加 油 ) 





由 于 加 油 站 的 数量 N 非 常 大 ， 必 须 想 一 个 高 效 的 解法 。 


我 们 稍微 变换 一 下 思考 方式 。 在 卡车 开 往 终点 的 途中 ,只 有 在 加 油 站 才 可 以 加 油 ,。 但 是 ， 如果 认 
为 “在 到 达 加 油 站 i 时 ， 就 获得 了 一 次 在 之 后 的 任何 时 候 都 可 以 加 B 单 位 汽油 的 权利 ”， 在 解决 问 
题 上 应 该 也 是 一 样 的 。 而 在 之 后 需要 加 油 时 ， 就 认为 是 在 之 前 经 过 的 加 油 站 加 的 油 就 可 以 了 。 


o| g% 
A 


100 加 过 油 了 
通过 ”加油 ”通过 
| 
加 油 的 例子 


那么 ， 因 为 希望 到 达 终 点 时 加 油 次 数 尽 可 能 少 ， 所 以 当 燃 料 为 0 了 之 后 再 进行 加 油 看 上 去 是 一 个 
不 错 的 方法 。 在 燃料 为 0 时 ， 应 该 使 用 哪个 加 油 站 来 加 油 呢 ? 显然 ， 应 该 选 能 加 油 量 B 最 大 的 加 
油 站 。 


为 了 高 效 地 进行 上 述 操作 ， 我 们 可 以 使 用 从 大 到 小 的 顺序 依次 取出 数值 的 优先 队列 。 
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m 在 经 过 加 油 站 i 时 ， 往 优先 队列 里 加 入 B;。 
m 当 燃 料 箱 空 了 时 ， 


。 如 果 优先 队列 也 是 空 的 ， 则 无 法 到 达 终 点 。 
。 和 否则 取出 优先 队列 中 的 最 大 元 素 ， 并 用 来 给 卡车 加 油 。 


// 输入 
Int D; B N; 
int A[MAX_N + 1], B[MAX_N + 1]; 


void solve() { 


// 为 了 写 起 来 方便 ， 我 们 把 终点 也 认为 是 加 油 站 


RAIN] = L; 
B[N] = 0; 
N++; 


// 维护 加 油 站 的 优先 队列 


priority_queue<int> que; 


// ans: 加 油 次 数 ，pos: 现在 所 在 位 置 ，tank: 油箱 中 汽油 的 量 


int ans = 0, pos = 0, tank = P; 


for (int i = 0; i < N; i++) { 
// 接 下 去 要 前 进 的 距离 
int d = A[i] - pos; 


// 不 断 加油 直 到 油 量 足 够 行驶 到 下 一 个 加 油 站 
while (tank - d < 0) { 
if (que.empty()) ( 
puts("-1"); 
return; 
) 
tank += que.top(); 
que.pop(); 
ans++; 


j 


tank -= d; 

pos = AT11];: 

que.push (B[i]); 
J 


printf ("%d\n", ans); 
} 


Fence Repair (PKU 3253) 


题目 描述 请 参照 贪心 法 的 “Fence Repair” (I 2.2% ) 
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让 我 们 再 考虑 一 下 贪心 法 一 节 中 的 “Fence Repair” 问 题 。 如 果 用 朴素 的 方法 实现 的 话 ， 时 间 复 
杂 度 是 O(N?)。 


由 于 只 需 从 板 的 集合 里 取出 最 短 的 两 块 , 并 且 把 长 度 为 两 块 板 长 度 之 和 的 板 加 入 集合 中 即 可 , A 
此 如 果 使 用 优先 队列 就 可 以 高 效 地 实现 。 一 共和 需要 进行 O(N) 次 O(log 入 ) 的 操作 ， 因 此 总 的 时 间 复 
杂 度 是 O(N log N). 


typedef long long 11; 


// 输入 
int N, L[MAX_N]; 


void solve() ( 
IL añs = Q; 


// 声明 一 个 从 小 到 大 取出 数值 的 优先 队列 
priority_queue<int, vector<int>, greater<int> > que; 
for (int i = 0; i < N; i++} { 
que.push(L[i]); 
) 


// 循环 到 只 剩 一 块 木板 为 止 
while (que.size() > 1) 
/7 权时 要 证 的 末 板 和 次 星 的 太吉 
Tp 1i 123 
11 = que. top}; 
que.pop(); 
12 = que.top(); 
que.pop(); 
// 把 两 块 木板 合并 
ans += 11 + 12; 
que.push(11 + 12); 
1 


priamt£(**LldVXm", ams); 


243 二 又 搜索 树 
1. 二 叉 搜索 树 的 结构 
二 又 搜索 树 是 能 够 高 效 地 进行 如 下 操作 的 数据 结构 。 


m 插入 一 个 数值 
= 查询 是 否 包含 某 个 数值 
m 删除 某 个 数值 


根据 实现 的 不 同 , 还 可 以 实现 其 他 各 种 各 样 的 操作 ,是 一 种 实用 性 很 高 的 数据 结构 。 二 又 搜索 树 
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如 何 储存 数值 请 参见 下 图 。 





二 又 搜 索 树 的 例子 


所 有 的 节点 , 都 满足 左 子 树 上 的 所 有 节点 都 比 自己 的 小 , 而 右 子 树 上 的 所 有 节点 都 比 自己 大 这 一 
条 件 。 


二 叉 搜索 树 能 够 高 效 地 管理 数 的 集合 。 例如, 可 以 通过 如 下 方法 在 上 图 的 二 又 搜 索 树 中 查询 是 否 
存在 10。 


m 根 节点 的 数值 是 7， 比 10 小 ， 所 以 往 右 儿子 节点 走 。 
m 走 到 的 节点 的 数值 是 15， 比 10 大 ， 所 以 往 左 儿 子 节点 走 。 
m 走 到 的 节点 是 10， 因 此 10 在 集合 中 。 





查找 的 例子 


接 下 来 ， 如 何 往 树 中 插入 新 的 数值 呢 ? 


如 果 我 们 按照 查找 数值 的 方法 试图 查找 这 个 数值 的 节点 ， 就 可 以 知道 其 对 应 的 节点 的 所 在 位 置 ， 
之 后 在 那个 位 置 插入 新 的 节点 即 可 。 例 如 ， 我 们 需要 插入 数值 4。 和 查找 的 方法 类 似 ， 从 根 节 点 
出 发 ， 通 过 “ 左 一 右 ” 两 步 ， 就 可 以 知道 6 应 该 是 5 的 右 儿 子 ， 因 此 在 5 的 右 儿 子 的 位 置 插入 6 的 节 
点 即 可 (请 参见 图 A )。 
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最 后 是 删除 数值 。 数 值 的 删除 比 起 之 前 提 到 的 操作 稍微 麻烦 一 些 。 例 如 ,我 们 要 删除 数值 15。 如 
果 删 除了 15 所 在 的 节点 ,那么 它 的 两 个 儿子 10 和 17 就 悬空 了 。 于 是 , 把 11 提 到 15 所 在 的 位 置 就 可 
以 解决 问题 ( 请 参见 图 B )。 





图 B: 删除 的 例子 
一 般 来 说 ,需要 根据 下 面 儿 种 情况 分 别 进行 处 理 。 


m 需要 删除 的 节点 没有 左 儿子 ， 那 么 就 把 右 儿 子 提 上 去 。 
m 需要 删除 的 节点 的 左 儿 子 没 有 右 儿 子 ， 那 么 就 把 左 儿 子 提 上 去 。 
以 上 两 种 情况 都 不 满足 的 话 ， 就 把 左 儿 子 的 子孙 中 最 大 的 节点 提 到 需要 删除 的 节点 上 。 


2. 二 又 搜索 树 的 复杂 度 


不 论 哪 一 种 操作 ， 所 花 的 时 间 都 和 树 的 高 度 成 正比 。 因 此 ， 如 果 共 有 n 个 元 素 ， 那 么 平均 每 次 操 
作 需 要 O(log n) 的 时 间 。 


3. 二 又 搜索 树 的 实现 
下 面 是 二 又 搜索 树 的 一 种 实现 方法 。 
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node *root = NULL; 
root = insert (root, 1); 
FinBOG POO, tiz 


像 代 码 中 一 样 ， 我 们 使 用 函数 的 返回 值 进行 操 作 。 另 外 需要 注意 insert 、delete 返 回 的 是 node 
结构 体 的 指针 。 


// 表示 节点 的 结构 体 
struct node ( 

int val; 

node xleh, *rch; 
}; 





// 插入 数值 X 
node *insert(node *p, int x) ( 
if (p == NULL) ( 
node *q = new node; 
q->val = x; 
q->1ch = q->rch = NULL; 
return q; 
) 
else ( 
if (x < p->val) p->lch = insert(p->lch, x); 
else p->rch = insert(p->rch, x); 
return p; 


) 


// 查找 数值 x 
bool find(node *p, int x) { 
if (p == NULL) return false; 
else if (x == p->val) return true; 
else if (x < p->val) return find(p->lch, x); 
else return find(p->rch, x); 


) 


// 删除 数值 x 
node *remove (node *p, int x) { 
if (p == NULL) return NULL; 
else if (x < p->val) p->lch = remove (p->lch, x); 
else if (x > p->val) p->rch = remove (p->rch, x); 
else if (p->lch == NULL) ( 
node *q = p->rch; 
delete p; 
return q; 
) 
else if (p->lch->rch == NULL) ( 
node *q = p->lch; 
q->rch = p->rch; 
delete p; 
return q; 
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} 

else { 
node *q; 
for (q = p->1ch; q->rch->rch != NULL; q = q->rch); 
node *r = q->rch; 


q->rch = r->lch; 
r->lch = p->lch; 
r->rch = p->rch; 
delete p; 
return r; 

P 

return p; 


J 





4. 编程 语言 的 标准 库 


和 堆 一 样 , 实际 上 在 许多 情况 下 都 不 需要 自己 实现 二 又 搜索 树 。 许 多 编程 语言 都 在 标准 库 里 实现 
了 简单 易 用 的 二 叉 搜索 树 。 例 如 在 C++ 中 ，STL 里 有 set 和 map 容 器 。set 是 像 前 面 所 说 的 一 样 使 
用 二 又 搜索 树 维护 集合 的 容器 ， 而 map 则 是 维护 键 和 键 对 应 的 值 的 容器 。 


下 面 是 一 些 使 用 set 和 map 的 例子 。 详 细 的 内 容 可 以 参考 STL 相 关 的 文档 和 书籍 。 


#include <cstdio> 
#include <set> 
using namespace std; 


int main() { 
// 声明 


set<int> s; 


// 插入 元 素 

s.insert(1); 
s.insert(3); 
s.insert(5); 


// 查找 元 素 


set<int>::iterator ite;; 


ite = s.fimd(1); 
if (ite == s.end()) puts("not found"); 
else puts("found"); // 输出 found 


lite = 8.find(2); 
if (ite == s.end()) puts("not found"); // 输出 not found 
else puts("found"); 


// 删除 元 素 


s.erase(3); 


// 其 他 的 查找 元 素 的 方法 
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if (SCounte(t3) Ss 0 púta ("found"); 
else puts("not found"); // 输出 not found 


// 遍历 所 有 元 素 

for (ite = s.begin(); ite != s.end(); ++ite) { 
print£(s*%dNn*%, “itey; 

) 


return 0; 


下 面 是 map 的 使 用 方法 : 


#include <cstdio> 
#include <map> 
#include <string> 
using namespace std; 


int main() { 
// 声明 (int 为 键 const char* 为 值 ) 
map<int, const char*> m; 


// 插入 元 素 

m.insert (make_pair(1, "ONE")); 

m.insert (make_pair(10, "TEN")); 

m[100] = "HUNDRED"; // 其 他 的 写法 


// 查找 元 素 

map<int, const char*>::iterator ite; 

ite = m;final(1); 

puts (ite->second) ; // (输出 ) ONE 


ite = m.find(2); 
if (ite == m.end()) puts("not found"); // mot found 
else puts(ite->second); 


puts(m[10]); // 其 他 的 写法 


// 删除 元 素 


m.erase(10); 


// 遍历 一 遍 所 有 元 素 
for (ite = m.begin(); ite != m.end(); ++ite) { 
printf("%d: %s\n", ite->first, ite->second); 


} 


return 0; 


j 





此 外 ， 还 有 能 存放 重复 键 值 的 nult iset 和 multimap 等 容器 。 
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专栏 ”平衡 二 又 树 


考虑 一 下 根据 之 前 的 说 明 ， 在 向 二 又 树 插入 节点 时 ， 如 果 以 1, 2, 3, 4, 5…… 的 顺序 插入 的 话 
会 产生 什么 问题 。 如 果 这 样 插入 节点 的 话 ， 就 会 像 下 图 一 样 ， 变 得 如 同一 条 链表 一 般 。 





退化 的 二 又 树 的 例子 


如 果 按 照 这 个 顺序 插入 n 个 元 素 ， 树 的 高 度 就 会 变 成 n， 那 么 所 有 的 操作 就 都 需要 O(n) 时 间 
才能 完成 了 。 所 有 操作 本 该 都 是 O(log n) 时 间 的 二 又 搜索 树 ， 如 果 变 成 了 O(n)， 计 算 的 复杂 
度 就 完全 不 同 了 。 


而 平衡 二 又 树 恰好 能 避免 这 样 的 问题 。 平 衡 二 又 树 为 了 避免 这 种 退化 的 情况 发 生 , 巧妙 地 使 
用 旋转 操作 来 保持 树 的 平衡 。 


Q < 
-Bgdu 
IR Gob 


旋转 操作 的 例子 


比 起 普通 的 二 又 搜索 树 ， 平 衡 二 又 树 在 实现 上 复杂 得 多 。 由 于 在 编程 语言 标准 中 的 二 又 搜索 
树 都 很 好 地 实现 了 平衡 二 又 树 ， 因 此 ， 如 果 功 能 上 足够 ， 应 该 尽 可 能 使 用 标准 库 里 的 实现 。 
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244 并 查 集 

1. 并 查 集 是 什么 

并 查 集 是 一 种 用 来 管理 元 素 分 组 情况 的 数据 结构 。 并 查 集 可 以 高 效 地 进行 如 下 操作 。 不 过 需要 注 
意 并 查 集 虽 然 可 以 进行 合并 操作 ， 但 是 却 无 法 进行 分 割 操作 。 

m 查询 元 素 a 和 元 素 b 是 否 属 于 同一 组 。 

m 合并 元 素 a 和 元 素 b 所 在 的 组 。 


a 2 和 5 一 同一 组 
查询 2 和 4 一 不 同 组 
- 
@ 
Na., 
| 
并 查 集 的 功能 示意 图 
2. 并 查 集 的 结构 
并 查 集 也 是 使 用 树 形 结构 实现 的 。 不 过 ， 不 是 二 又 树 。 
分 组 对 应 的 树 


@ o 
Q 
分 组 和 对 应 的 树 的 例子 


每 个 元 素 对 应 一 个 节点 ,每 个 组 对 应 一 棵 树 。 在 并 查 集中 ,哪个 节点 是 哪个 节点 的 父亲 以 及 树 的 
形状 等 信息 无 需 多 加 关注 ， 整 体 组 成 一 个 树 形 结构 才 是 重要 的 。 


(1) 初始 化 
我 们 准备 n 个 节点 来 表示 n 个 元 素 。 最 开始 时 没有 边 。 


00000 


初始 化 状态 的 例子 
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(2) 合并 
像 下 图 一 样 ， 从 一 个 组 的 根 向 另 一 个 组 的 根 连 边 ,这样 两 棵 树 就 变 成 了 一 棵 树 ， 也 就 把 两 个 组 合 
并 为 一 个 组 了 。 
pa i š 
DDG O 
0 OO Ò 
合并 的 例子 

(3) 查询 


为 了 查询 两 个 节点 是 否 属于 同一 组 ,我们 需要 沿 着 树 向 上 走 ,来 查询 包含 这 个 元 素 的 树 的 根 是 谁 。 
如 果 两 个 节点 走 到 了 同一 个 根 ， 那 么 就 可 以 知道 它们 属于 同一 组 。 


在 下 图 中 , 元 素 2 和 元 素 5 都 走 到 了 元 素 1， 因 此 它们 属于 同一 组 。 另 一 方面 ,由 于 元 素 7 走 到 的 是 
元 素 6， 因 此 同 元 素 2 或 元 素 5 属 于 不 同 组 。 


OO OwO 
© © 
Re 
Q 


查询 的 例子 





3. 并 查 集 实现 中 的 注意 点 

正如 二 又 搜 索 树 的 补充 讲解 ( 详 见 2.2 节 的 专栏 ) 中 提 到 的 那样 ， 在 树 形 数据 结构 里 ， 如 果 发 生 
了 退化 的 情况 ， 那 么 复杂 度 就 会 变 得 很 高 。 因 此 ， 有 必要 想 办 法 避免 退化 的 发 生 。 在 并 查 集中 ， 
只 需 按 照 如 下 方法 就 可 以 避免 退化 。 
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m 对 于 每 棵 树 ， 记 录 这 棵 树 的 高 度 (rank )。 
m 合并 时 如 果 两 棵 树 的 rank 不 同 ， 那 么 从 rank 小 的 向 rank 大 的 连 边 。 


高 度 1 度 2 高 度 小 的 树 放 在 下 边 
p Zi 
@ OO © 
考虑 了 高 度 的 合并 的 例子 


此 外 ,通过 路 径 压缩 ， 可 以 使 得 并 查 集 更 加 高 效 。 对 于 每 个 节点 , 一旦 向 上 走 到 了 一 次 根 节点 ， 
就 把 这 个 点 到 父亲 的 边 改 为 直接 连 向 根 。 


Jeke) 
D D (2) Aemet 


路 径 压 缩 的 例子 1 


在 此 之 上 , 不 仅仅 是 所 查询 的 节点 , 在 查询 过 程 中 向 上 经 过 的 所 有 的 节点 , 都 改 为 直接 连 到 根 上 。 
这 样 再 次 查询 这 些 节 点 时 ， 就 可 以 很 快 知道 根 是 谁 了 。 
如 果 查 询 (5 


就 可 以 知道 2 ~ 5 PF 
有 的 节点 的 根 都 是 '1 


O >O OQ 
(4) 全 部 简化 


路 径 压 缩 的 例子 2 
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在 使 用 这 种 简化 的 方法 时 ， 为 了 简单 起 见 ， 即 使 树 的 高 度 发 生 了 变化 ， 我 们 也 不 修改 rank 的 值 。 
4. 并 查 集 的 复杂 度 


加 入 了 这 两 个 优化 之 后 的 并 查 集 效率 非常 高 。 对 n 个 元 素 的 并 查 集 进行 一 次 操作 的 复杂 度 是 
O(a(n))。 在 这 里 ，a(n) 是 阿 克 曼 ( Ackermann ) 函数 的 反 函数 ?。 这 比 O(log(n)) 还 要 快 。 


不 过 ,这 是 “ 均 摊 复杂 度 ”"。 也 就 是 说 ， 并 不 是 每 一 次 操作 都 满足 这 个 复杂 度 ， 而 是 多 次 操作 之 
后 平均 每 一 次 操作 的 复杂 度 是 O(a(n)) 的 意思 。 


5. 并 查 集 的 实现 


下 面 是 并 查 集 的 实现 的 例子 。 在 例子 中 ， 我 们 用 编号 代表 每 个 元 素 。 数 组 par 表 示 的 是 父亲 的 编 
号 ，pazr [x] =x 时 ，x 是 所 在 的 树 的 根 。 


int par[MAX_N]; // 父亲 
int rank[MAX_N]; // 树 的 高 度 


// 初始 化 n 个 元 素 
void init(int n) { 
for (int i = Or Y < ni ditt) f 
par[i] = i; 
rank[i] = 0; 
) 
) 


// 查询 树 的 根 
int Erne(int x} { 
if (par[xw] == x) { 
return x; 
) else ( 


return par[x] = find(par[x]); 
9 
) 


// 合并 x 和 y 所 属 的 集合 

void unite(int x, intuy) ( 
xe firma(x); 
y = find(y); 
if (x == y) return; 


if (rank[x] < rank[y]) í 


par[x] = y; 
} else { 
par[y] = x; 
if (rank[x] == rank[y]) rank[x]++; 


} 
] 


(D 准确 来 说 ， 如 果 记 阿 克 曼 函数 为 4 的 话 ， 是 fn)=4(n,n) 的 反 函数 。 
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// 判断 x 和 y 是 否 属于 同一 个 集合 
bool same(int x, int y) { 
return find(x) == find(y); 


) 


6. 需要 用 到 并 查 集 的 问题 


食物 链 (POJ 1182) 


有 N 只 动物 ， 分 别 编号 为 1, 2,…, N。 所 有 动物 都 属于 4, B,C 中 的 其 中 一 种 已 知 4 吃 B、 
B 吃 C、C 吃 4。 按 顺序 给 出 下 面 的 两 种 信息 共 居 条 


。 第 一 种 : x 和 yy 属于 同一 种 类 
| 第 二 种 : x 吃 y。 


然而 这 些 信息 有 可 能 会 出 错 。 有 可 能 有 的 信息 和 之 前 给 出 的 信息 矛盾 ,也 有 的 信息 可 能 给 出 
的 x 和 y 不 在 1, 2,…,N 的 范围 内 。 求 在 天 条 信息 中 有 多 少 条 是 不 正确 的 。 计 算 过 程 中 ， 我 
们 将 忽视 诸如 此 类 的 错误 信息 。 

ARER 


e 1 < N < 50000 
e 0 < K < 100000 


输入 
N = 100, K = 7 
信息 有 下 面 7 条 
第 一 种 ，x 





01, 


H 


x x x x x % 
" W f W H H H 
a 
< < < < < x< 
lu H "f H < 
Q P Ü (Q (Q Ü I 


输出 
3 (第 1、4、5 条 是 错误 的 信息 ) 


由 于 N 和 K 很 大 ， 所 以 必须 高 效 地 维护 动物 之 间 的 关系 ， 并 快速 判断 是 否 产 生 了 矛盾 。 并 查 集 是 


维护 “属于 同一 组 ”的 数据 结构 ,但 是 在 本 题 中 ,并 不 只 有 属于 同一 类 的 信息 ， 还 有 捕食 关系 的 
存在 。 因 此 需要 开动 脑筋 维护 这 些 关 系 。 
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对 于 每 具 动 物 创 建 3 个 元 素 i-4, i-B, i-C， 并 用 这 3 x N 个 元 素 建立 并 查 集 。 这 个 并 查 集 维护 如 下 
信息 : 


m 一 x 表 示 “; 属 于 种 类 x”。 
= 并 查 集 里 的 每 一 个 组 表示 组 内 所 有 元 素 代 表 的 情况 都 同时 发 生 或 不 发 生 。 


例如 ， 如 果 i-4 和 j-B 在 同一 个 组 里 ,就 表示 如 果 i 属 于 种 类 4 那么 j 一 定 属于 种 类 8B， 如 果 j 属 于 种 类 
B 那 么 i 一 定 属于 种 类 4。 因 此 ， 对 于 每 一 条 信息 ， 只 需要 按照 下 面 进 行 操 作 就 可 以 了 。 


m 第 一 种 ，x 和 y 属 于 同一 种 类 …… 合 并 x-4 和 y-4、x-B 和 y-B、x-C 和 y-C。 
a 第 二 种 ， xy EATA E 合并 x-4 和 y-B、 x-B 和 y-C、 x-C 和 y-A。 


不 过 在 合并 之 前 , 需要 先 判 断 合并 是 否 会 产生 矛盾 。 例 如 在 第 一 种 信息 的 情况 下 , 需要 检查 比如 
x-4 和 y-B 或 者 y-C 是 否 在 同一 组 等 信息 。 


// 输入 (T 是 信息 的 类 型 ) 
int N, K; 
int T[MAX_K], X[MAX_K], Y[MAX_K]; 


// 在 这 里 省 略 了 并 查 集 部 分 的 代码 

void solve() { 
// 初始 化 并 查 集 
// 元 素 x，x + N, x + 2 * 分 别 代表 x-A，x-B,，x-C 
和信 * 3)3 


int ans = 0; 
Eór (ine i = 07 š < K; îs) { 
ime E= Thie 
int x = X[i] = 1, y = Yli] = 1; // RARR, +, N- 16938 


// 不 正确 的 编号 

if | 人 
amS++ 
continue; 


) 


if (t == 1) ( 
// "x 和 y 属 于 同一 类 "的 信息 
if (same(x, y + N) || same(x, y + 2 * N)) { 
ans++; 
) 
else ( 
unite(x, y); 
unite(x + N, y + N); 
unite(x + N * 2, y + N * 2); 
) 
} 
else { 
/1/“x 吃 y” 的 信息 
if (same(x, y) || same(x, y + 2 * N)) { 
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ans++; 

) 

else ( 
unite(x, y + N); 
unite(x + N, y + 2 * N); 
unite(x + 2 * N, y); 


) 
) 


printf("%d\n", ans); 
) 
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seeeeeeeeeeesseesseesssesessesssesesessssssseessssseeeessesssesssssessessssssssssssssesssseessssseseseses 


咕 图 是 表示 一 些 事物 或 者 状态 的 关系 的 表达 方法 。 由 于 许多 问题 都 可 以 归 约 为 图 的 问题 , 人 们 提 
出 了 许多 和 图 相关 的 算法 。 因 此， 在 程序 设计 竞赛 中 有 许多 需要 直接 对 图 进行 处 理 或 是 间接 用 图 
解决 的 问题 。 


2.5.1 图 是 什么 


图 由 顶点 (vertex, node ) 和 边 ( edge ) 组 成 。 顶 点 代表 对 象 。 在 示意 图 中 ,我 们 使 用 点 或 圆 来 表 
示 。 边 表示 的 是 两 个 对 象 的 连接 关系 。 在 示意 图 中 , 我 们 使 用 连接 两 顶点 之 间 的 线段 来 表示 。 项 
点 的 集合 是 边 的 集合 是 E 的 图 记 为 G=(V, BE)， 连 接 两 点 uw 和 v 的 边 用 e=(u, VÆR. 


顶点 


图 的 例子 
1. 图 的 种 类 


图 大 体 上 分 为 2 种 。 边 没有 指向 性 的 图 叫做 无 向 图 ， 边 具有 指向 性 的 图 叫做 有 向 图 。 表 示 朋 友 关 
系 的 图 ( 顶点 表示 人 、 边 表示 朋友 关系 的 图 ) 和 路 线 图 是 无 向 图 。 表 示 数 值 的 大 小 关系 的 图 ( 顶 
点 表示 数值 、4>B 时 从 4 向 B 连 一 条 边 得 到 的 图 ) 和 流程 图 是 有 向 图 。 
s 

S ` Z 

| >š g Pa 

° V 1 <—ə, ><— . < 

W. U 


无 向 图 的 例子 有 向 图 的 例子 


92 第 2 章 初出 苏 庐 一 初级 篇 


我 们 可 以 给 边 赋予 各 种 各 样 的 属性 。 比 较 具 有 代表 性 的 有 权 值 ( cost )。 边 上 带 有 权 值 的 图 叫做 带 
权 图 。 在 不 同 问 题 中 ， 权 值 可 以 代表 距离 、 时 间 以 及 价格 等 不 同 的 属性 。 





边 表示 连接 城市 的 道路 ， 权 值 表示 距离 
2. 无 向 图 的 术语 
两 个 顶点 之 间 如 果 有 边 连接 , 那么 就 视 为 两 个 顶点 相 邻 。 相 邻 顶 点 的 序列 称 为 路 径 。 起 点 和 终点 


连通 不 连通 
1-3-4-5 是 路 径 
2-3-4-5-2 是 圈 


的 度 。 





路 径 和 圈 的 例子 左 图 是 连通 图 、 右 图 是 非 连通 图 
度 为 3 度 为 2 
度 为 1 


Ki 
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没有 疾 的 连通 图 叫做 树 ( tree )， 没 有 圈 的 非 连通 图 叫做 森林 。 一 棵 树 的 边 数 恰好 是 顶点 数 -1。 反 
之 ， 边 数 等 于 顶点 数 -1 的 连通 图 就 是 一 棵 树 。 


如 果 在 树 上 选择 一 个 顶点 作为 根 ( root )， 就 可 以 把 根 所 到 最 上 面 ， 而 离 根 越 远 的 顶点 越 往 下 安排 
其 位 置 。 这样 的 树 叫 做 有 根 树 。 不过, 对 于 无 根 树 , 有 时 选择 适当 的 顶点 作为 根 使 之 变 成 有 根 数 ， 
可 以 使 问题 得 到 简化 。 如 果 把 有 根 树 看 作家 谱 图 , 则 可 以 在 顶点 之 间 建 立 父子 关系 。 也 可 以 认为 
这 是 给 边 加 上 了 方向 。 





儿子 
树 的 例子 有 根 树 的 例子 
3. 有 向 图 的 术语 
在 本 书 中 , 以 有 向 图 的 顶点 为 起 点 的 边 的 集合 记 作 6 ;0v), 以 顶点 为 终点 的 边 的 集合 记 作 ó (v) 
| 6: 叫做 v 的 出 度 ，| ó -CI 叫做 边 的 入 度 。 
入 度 为 1 
出 度 为 2 
入 度 为 3 
出 度 为 1 
出 度 和 入 度 


没有 圈 的 有 向 图 叫做 DAG (Directed Acyclic Graph )。 例 如 ， 让 我 们 用 顶点 表示 整数 ，n 能 整除 m 
时 从 n 向 m 连 一 条 边 的 图 ， 这 就 构成 一 个 DAG。 像 下 图 一 样 ， 在 DAG 中 我 们 可 以 给 顶点 标记 一 个 
先后 顺序 。 
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DAG 的 例子 


对 于 每 个 顶点 我 们 给 它 一 个 编号 ， 第 ;号 顶点 叫做 v。 那 么 存在 从 顶点 v 到 顶点 vw 的 边 时 就 有 i<j 成 
立 ， 这 样 的 编号 方式 叫做 拓扑 序 。 


QOC-QUOO 


上 图 的 拓扑 序 


如 果 把 图 中 的 顶点 按照 拓扑 序 从 左 到 右 排 列 , 那么 所 有 的 边 都 是 从 左 指向 右 的 。 因此， 通过 这 样 
的 编号 方式 ， 有 些 DAG 问 题 就 可 以 使 用 DP 来 解决 了 。 求 解 拓扑 序 的 算法 叫做 拓扑 排序 。 


2.5.2 图 的 表示 


为 了 能 在 程序 中 对 图 进行 处 理 , 需要 把 项 点 和 边 用 具体 的 数据 结构 存储 下 来 。 在 图 的 表示 方法 中 ， 
比较 具有 代表 性 的 有 邻接 矩阵 和 邻接 表 。 需 要 注意 的 是 ,两 种 表示 方法 都 有 各 自 的 优 缺 点 ， 根 据 
问题 的 不 同 ,使 用 不 同 的 存储 方式 可 能 会 影响 算法 的 时 间 复 杂 度 。 接 下 来 ,， 记 顶点 和 边 的 集合 为 


7 和 有 ，| 刀 和 | 可 表示 顶点 和 边 的 个 数 。 另 外 ,在 中， 顶点 被 编号 为 0~ | 有 -1。 
1. 邻接 矩阵 
邻接 矩阵 使 用 | x | 的 二 维 数组 来 表示 图 。g[[] 表 示 的 是 顶点 条 顶点 j/ 的 关系 。 
由 于 在 无 向 图 中 ， 只 需 知道 “顶点 ;和 顶点 j 之 间 是 否 有 边 连 着 ”这 样 的 信息 ， 因 此 如 果 顶 点 ;和 顶 
点 j 之 间 有 边 相连 ， 那 么 g[i][ 放 和 g[j][i] 就 设 为 1!， 否 则 设 为 0。 这 样 就 可 以 表示 一 个 无 向 图 了 。 
(oA 
Q V Š 
G) 





无 向 图 和 对 应 的 邻接 矩阵 
由 于 在 有 向 图 中 ， 只 需要 知道 “是 否 有 从 顶点 凑 出 指向 顶点 /的 边 ”这 样 的 信息 ， 因 此 如 果 顶 点 ; 
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有 一 条 指向 顶点 /的 边 ， 那 么 gt 就 设 为 1， 理 则 设 为 0。 这 样 就 可 以 表示 一 个 有 向 图 了 。 有 向 图 
与 无 向 图 不 同 ， 并 不 需要 满足 g[aD]-st][。 


QQ 
a V Ó 
Š 
有 向 图 和 对 应 的 邻接 矩阵 


在 带 权 图 中 ，g[] 四 表示 的 是 顶点 到 顶点 /的 边 的 权 值 。 由 于 在 边 不 存在 的 情况 下 ， 如 果 将 gs] 中 
设 为 0， 就 无 法 和 权 值 为 0 的 情况 区 分 开 来 ， 因 此 选取 适当 的 较 大 的 常数 INF ( 只 要 能 和 普通 的 权 
值 区 别 开 来 就 可 以 了 )， 然 后 令 g[D]=INEF 就 好 了 。 当 然 ， 在 无 向 图 中 还 是 要 保持 g[ilD]=gD]D。 
在 一 条 边 上 有 多 种 不 同 权 值 的 情况 下 , 定义 多 个 同样 的 | 所 x RH, 或 者 是 使 用 结构 体 或 类 作为 
数组 的 元 素 ， 就 可 以 和 原来 一 样 对 图 进行 处 理 了 。 








带 权 图 和 对 应 的 邻接 矩阵 
使 用 邻接 矩阵 的 好 处 是 可 以 在 常数 时 间 内 判断 两 点 之 间 是 否 有 边 存 在 ， 但 是 需要 花费 OU 四 ) 的 空 
间 。 在 边 很 少 的 稀 朴 图 里 十 分 浪费 。 例 如 ， 如 果 图 是 一 棵 树 ， 因 为 边 数 只 有 | 帮 -1 条 ， 所 以 数组 g 
绝 大 部 分 的 元 素 都 变 成 了 0。 在 | 达到 1000000 时 ， 即 使 6 的 每 个 元 素 只 需要 1 个 字 节 的 空间 ,整个 
数组 也 需要 1TB 才 能 存 下 。 


此 外 ， 两 点 之 间 有 重 边 或 者 某 个 顶点 有 自 环 ( 参照 下 图 ) 的 情况 需要 特别 注意 。 在 无 权 图 中 , 只 
需要 设 g[i][0] 为 项 点 到 顶点 的 边 数 即 可 , 但 是 在 带 权 图 中 却 无 法 这 样 。 大 部 分 情况 下 ， 只 需要 保 
存 权 值 最 小 ( 最 大 ) 的 边 就 可 以 了 , 所 以 在 这 种 情况 下 可 以 无 视 其 他 的 边 。 必须 保存 所 有 的 边 时 ， 
可 以 使 用 邻接 表 ， 


oD Ü 


重 边 和 自 环 


Je 
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2. 邻接 表 


用 邻接 矩阵 表示 稀 芍 图 会 浪费 大 量 内 存 空间 。 而 在 邻接 表 中 ， 是 通过 把 “从 顶点 0 出 发 有 到 顶点 
2, 4, 5 的 边 ”这 样 的 信息 保存 在 链表 中 来 表示 图 的 。 这 样 只 需要 O(| 太 + 可) 的 内 存 空 间 。 


Co 人 
w [aenea ete 
C pF— 
O © 
| 

a) — 





邻接 表 


事实 上 , 实现 邻接 表 的 方式 多 种 多 样 , 每 个 人 的 写法 可 能 都 有 所 不 同 。 下 面 是 邻接 表 的 一 种 实现 
方式 。 输 入 数据 如 下 所 示 。 


3 3 (顶点 数 边 数 ) 

0 1 (有 一 条 0 到 1 的 边 ) 
0 2 (有 一 条 0 到 2 的 边 ) 
1 2 (有 一 条 1 到 2 的 边 ) 





€D 


vector<int> G[MAX_V]; 


/* 

* 边 上 有 属性 的 情况 

* struct edge { int to, cost; ); 
* vector<edge> G[MAX_V]; 

&7 


int main() { 
int V, E; 
scanf ("$d %d", &V, &E); 
for (int i = Or 3 < Ez it) f 
// 从 s 向 t 连 边 
int Sy t 
scanf ("$d %d", &s, &t); 
G[s] .push_back (t); 
// 如 果 是 无 向 图 ， 则 需要 再 从 t 向 s 连 边 
} 
* 图 的 操作 
i 
return 0; 
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D 


struct vertex { 
vector<vertex*> edge; 
/* 
* 顶点 的 属性 
> 





1; 
vertex G[MAX_V]; 


int main() ( 

int V, E; 

scanf ("%d %d", &V, &E); 

for (int i = 0; i < E; i++) { 
inë sy t? 
scanf ("%d %d", &s, &t); 
G[s] .edge.push_back(&G[t]); 
// G[t].edge.push_back(&G[s]); 

) 

/* 
* 图 的 操作 

return 0; 


) 


在 带 权 图 等 边 有 附加 属性 的 图 中 , 将 边 用 结构 体 或 者 类 来 表示 就 可 以 很 方便 地 存储 了 。 邻 接 表 虽 
然 在 边 数 稀少 时 只 需要 占用 少量 内 存 , 但 是 和 邻接 矩阵 相 比 实现 较为 复杂 。 而且， 在 邻接 表 中 查 
询 两 点 间 是 否 有 边 需 要 遍历 一 遍 链 表 才能 知道 。 


25.3 图 的 搜索 
通过 前 面 的 铺垫 ， 我 们 已 经 可 以 通过 程序 对 图 进行 处 理 了 。 让 我 们 来 试 着 解决 下 面 这 道 题 。 


二 分 图 判定 
给 定 一 个 具有 nn 个 顶点 的 图 。 要 给 图 上 每 个 顶点 染色 ,并且 要 使 相 邻 的 顶点 颜色 不 同 。 问 是 


否 能 最 多 用 2 种 颜色 进行 染色 ? 题目 保证 没有 重 边 和 自 环 。 
站 限制 条 件 


e I< n <1000 


€D 


输入 
n=3 (请 参见 下 图 ) 
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输出 
No ( 需要 3 种 颜色 ) 


cup 


QA 
pA 


输出 
Yes ( {0，2} 染 成 红色 ，{1，3} 染 成 白色 即 可 ) 


把 相 邻 顶点 染 成 不 同 颜 色 的 问题 叫做 图 着 色 问 题 ,对 图 进行 染色 所 需要 的 最 小 颜色 数 称 为 最 小 着 
色 数 。 最 小 着 色 数 是 2 的 图 称 作 二 分 图 。 


最 小 着 色 数 是 5 的 图 


如 果 只 用 2 种 颜色 ， 那 么 确定 一 个 顶点 的 颜色 之 后 ， 和 它 相 邻 的 顶点 的 颜色 也 就 确定 了 。 因 此 ， 
选择 任意 一 个 顶点 出 发 ， 依 次 确定 相 邻 顶点 的 颜色 ， 就 可 以 判断 是 否 可 以 被 2 种 颜色 染色 了 。 这 
个 问题 如 果 用 深度 优先 搜索 的 话 ， 能 够 简单 地 实现 。 

// 输入 


vector<int> G[MAX_V]; // 图 
Tas ys // 顶点 数 
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int color [MAX_V]; // 顶点 i 的 颜色 (1 or -1) 


// 把 顶点 染 成 1 或 -1 
bool atalint v, dat e) í 
color[v] = c; // 把 顶点 v 染 成 颜色 c 
for (int i = 0; i < G[v].size(); i++) ( 
// 如 果 相 邻 的 顶点 同色 ， 则 返回 false 
if (color[G[v] [i]] == c) return false; 
// 如 果 相 邻 的 顶点 还 没 被 染色 ， 则 染 成 -c 
if (color[G[v][i]] == 0 && !dfs(G[v][i], -c)) return false; 
) 
// 如 果 所 有 顶点 都 染 过 色 了 ， 则 返回 true 
return true; 


J 


void solve() { 
for (int i = 0; i < V; i++) { 
1E toölorii == Qy £ 
// 如 果 顶 点 i 还 没 被 染色 ， 则 染 成 1 
if (!dfs(i, 1)) ( 
printf ("No\n"); 
return; 
} 
} 
} 
printf ("Yes\n"); 
i 


如 果 是 连通 图 ， 那 么 一 次 dfs 就 可 以 访问 到 所 有 的 顶点 。 如 果 题目 描述 中 没有 说 明 ， 那 么 有 可 能 
图 是 不 连通 的 ， 这 样 就 需要 依次 检查 每 个 顶点 是 否 访问 过 。 判 断 图 是 否 连 通 或 者 是 否 是 一 棵 树 ， 
都 只 需 将 dfs 进 行 一 些 修改 就 可 以 了 。 通 过 dfs 也 可 以 求 图 的 拓扑 序 。 由 于 每 个 项 点 和 每 条 边 都 只 
访问 了 一 次 ,因此 复杂 度 是 O(|VI+|E|)。 


25.4 ”最 短路 问题 


最 短路 问题 是 图 论 中 最 基础 的 问题 , 在 程序 设计 竞赛 试题 中 也 经 常 出 现 。 最 短路 是 给 定 两 个 顶点 ， 
在 以 这 两 个 点 为 起 点 和 终点 的 路 径 中 , 边 的 权 值 和 最 小 的 路 径 。 如 果 把 权 值 当 作 距 离 ,考虑 最 短 
距离 的 话 就 很 容易 理解 了 。 智 力 游戏 中 的 求解 最 少 步 数 问题 也 可 以 说 是 一 种 最 短路 问题 。 





A > C > D > F > E > G #16 


最 短路 的 例子 
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1. 单 源 最 短路 问题 1 (Bellman-Ford 算 法 ) 


单 源 最 短路 问题 是 固定 一 个 起 点 , 求 它 到 其 他 所 有 点 的 最 短路 的 问题 。 终 点 也 固定 的 问题 叫做 两 
点 之 间 最 短路 问题 。 但 是 因为 解决 单 源 最 短路 问题 的 复杂 度 也 是 一 样 的 , 因此 通常 当 作 单 源 最 短 
路 问题 来 求解 。 


记 从 起 点 s 出 发 到 顶点 的 最 短 距离 为 d[i]。 则 下 述 等 式 成 立 。 
d[ij=min{4U]+( 从 j 到 i 的 边 的 权 值 )le=(j,i) e E} 


如 果 给 定 的 图 是 一 个 DAG， 就 可 以 按 拓扑 序 给 顶点 编号 ， 并 利用 用 这 条 递 推 关系 式 计算 出 4。 但 
是 ， 如 果 图 中 有 圈 ， 就 无 法 依赖 这 样 的 顺序 进行 计算 。 在 这 种 情况 下 ， 记 当前 到 顶点 ;的 最 短路 
长 度 为 dt]， 并 设 初 值 dfs]=0, dli]=INF (足够 大 的 常数 )， 再 不 断 使 用 这 条 递 推 关系 式 更 新 q 的 值 ， 
就 可 以 算出 新 的 4。 只 要 图 中 不 存在 负 圈 ,这 样 的 更 新 操作 就 是 有 限 的 。 结 束 之 后 的 q 就 是 所 求 的 
最 短 距离 了 。 


// 从 顶点 from 指 向 顶点 to 的 权 值 为 cost 的 边 


štruct edge { int from, to, cost; Y; 
edge es[MAX_E]; // i 


int d[MAX_V]; // 最 短 距 离 
int. V, Ë; // V 是 顶点 数 ，E 是 变数 


// 求解 从 顶点 s 出 发 到 所 有 点 的 最 短 距离 
void shortest_path (int s) { 
for tint i = Dr i < Yy ire) Q[R]J = INF; 
d[s] = 0; 
while (true) { 
bool update = false; 
Fom tint i = D; i < E; 3oba O 
edge e = es[i]; 
if (d[e.from] != INF && d[e.to] > d[e.from] + e.cost) ( 
d[e.to] = d[e.from] + e.cost; 
update = true; 
3 
) 
if (!update) break; 
) 
) 


这 个 算法 叫做 Bellman-Ford 算 法 。 如 果 在 图 中 不 存在 从 s 可 达 的 的 负 圈 , 那么 最 短路 不 会 经 过 同一 
个 顶点 两 次 ( 也 就 是 说 ,最 多 通过 |W-1 条 边 )，while(true) 的 循环 最 多 执行 WI-1 次 ， 因 此 ,复杂 度 
是 O(IVIx|ED)。 反 之 ， 如 果 存 在 从 s 可 达 的 负 圈 ， 那 么 在 第 | 次 循环 中 也 会 更 新 4 的 值 ， 因 此 也 可 
以 用 这 个 性 质 来 检查 负 圈 。 如 果 一 开始 对 所 有 的 项 点 i， 都 把 qi] 初始 化 为 0%， 那 么 可 以 检查 出 所 
有 的 负 圈 。 


25 它们 其 实 都 是 “图 ” 101 


// 如 果 返 回 Lrue 则 存在 负 国 
bool find_negative_loop() ( 
memset(d, 0, sizeof(d)); 


for lint i = 0 ia yp i++) { 
for (int j = 0; j < E; j++) { 
edge e = es[j]; 
if (d[e.to] > d[e.from] + e.cost) { 
d[e.to] = d[e.from] + e.cost; 


// 如 果 第 n 次 仍然 更 新 了 ， 则 存在 负 国 
if (i == V - 1) return true; 
$ 
} 
} 
return false; 


) 


2. 单 源 最 短路 问题 2 (Dijkstra 算 法 ) 


让 我 们 考虑 一 下 没有 负 边 的 情况 。 在 Bellman-Ford 算 法 中 ， 如果 qd[i] 还 不 是 最 短 距 离 的 话 ,那么 即 
使 进行 qj]=d[i]+( 从 ;到 j 的 边 的 权 值 ) 的 更 新 ，dU] 也 不 会 变 成 最 短 距 离 。 而 且 ， 即 使 4[i] 没 有 变化 ， 
每 一 次 循环 也 要 检查 一 遍 从 出 发 的 所 有 边 。 这 显然 是 很 浪费 时 间 的 。 因 此 可 以 对 算法 做 如 下 修改 。 


(1) 找到 最 短 距 离 已 经 确定 的 顶点 ， 从 它 出 发 更 新 相 邻 顶点 的 最 短 距 离 。 
(2) 此 后 不 需要 再 关心 1 中 的 “最 短 距离 已 经 确定 的 顶点 ”。 


在 (1) 和 (2) 中 提 到 的 “最 短 距离 已 经 确定 的 顶点 ”要 怎么 得 到 是 问题 的 关键 。 在 最 开始 时 ， 只 有 
起 点 的 最 短 距离 是 确定 的 。 而 在 尚未 使 用 过 的 顶点 中 ， 距 离 中 最 小 的 顶点 就 是 最 短 距离 已 经 确 
定 的 顶点。 这 是 因为 由 于 不 存在 负 边 ， 所 以 di] 不 会 在 之 后 的 更 新 中 变 小 。 这 个 算法 叫做 Dijkstra 





d=5 d=7 


按照 A->B->C 的 顺序 确定 最 短 距离 后 的 d 的 值 。 下 一 个 使 用 的 是 d=7 的 顶点 D。 


int cost[MAX_V] [MAX_V]; // cost[u] [v] 表 示 边 e=(u,v) 的 权 值 (不 存在 这 条 边 时 设 为 INF ) 


int d[MAX_V]; // 顶点 s 出 发 的 最 短 距离 
bool used[MAX_V]; // 已 经 使 用 过 的 图 
int V; // 顶点 数 


// 求 从 起 点 s 出 发 到 各 个 顶点 的 最 短 距离 
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void dijkstra(int s) { 
fill(á, d * SV, INF); 
fill(used, used + V, false); 
a[s] = 0; 


while(true) ( 
int y = =i; 
// 从 尚未 使 用 过 的 顶点 中 选择 一 个 距离 最 小 的 顶点 
for (int ù = 0; ú < V; u++) í 
if (!used[u] && (v == -1 || d[u] < d[v])) v = u; 
$ 


if (v == -1) break; 
used[v] = true; 


for (int u = O; ú < V; Vt) { 
d[u] = min(d[u], d[v] + cost[v][u]); 
$ 
} 
} 


EAA EKHI Dijkstra AZRE) 使 用 邻接 表 的 话 , 更 新 最 短 距离 只 需要 访问 
每 条 边 一 次 即 可 ， 因 此 这 部 分 的 复杂 度 是 O(|E|)。 但 是 每 次 要 枚 举 所 有 的 顶点 来 查找 下 一 个 使 用 
的 项 点， 因此 最 终 复杂 度 还 是 O(| 克 )。 在 |E| 比 较 小 时 ， 大 部 分 的 时 间 花 在 了 查找 下 一 个 使 用 的 项 
点 上 ， 因 此 需要 使 用 合适 的 数据 结构 对 其 进行 优化 。 


需要 优化 的 是 数值 的 插入 (更 新 ) 和 取出 最 小 值 两 个 操作 ， 因 此 使 用 堆 就 可 以 了 。 把 每 个 顶点 当 
前 的 最 短 距 离 用 堆 维护 , 在 更 新 最 短 距离 时 ,把 对 应 的 元 素 往 根 的 方向 移动 以 满足 堆 的 性 质 。 而 
每 次 从 堆 中 取出 的 最 小 值 就 是 下 一 次 要 使 用 的 顶点 。 这 样 堆 中 元 素 共有 0O(| 加 个 ， 更 新 和 取出 数 
值 的 操作 有 O(I2) 次 ， 因 此 整个 算法 的 复杂 度 是 O(|E| log |V) 


下 面 是 使 用 STL 的 priority_queue 的 实现 。 在 每 次 更 新 时 往 堆 里 插入 当前 最 短 距离 和 顶点 的 值 对 。 
插入 的 次 数 是 O(|E2) 次 ， 因 此 元 素 也 是 O(|2) 个 。 当 取出 的 最 小 值 不 是 最 短 距 离 的 话 ， 就 丢弃 这 个 
值 。 这 样 整 个 算法 也 可 以 在 同样 的 复杂 度 内 完成 。 


struct edge { int to, cost; }; 
typedef pair<int, int> P; // first 是 最 短 距离 ，second 是 顶点 的 编号 


int V; 
vector<edge> G[MAX_V]; 
int d[MAX_V]; 


void dijkstra(int s) ( 
// 通过 指定 greater<P> 参 数 ， 堆 按照 first 从 小 到 大 的 顺序 取出 值 


priority_queue<P, vector<P>, greater<P> > que; 


(D 当 所 有 的 边 的 权 值 都 相等 时 , 单 源 最 短路 可 以 通过 广度 优先 搜索 来 求解 ,在 这 种 情况 下 , Dijkstra 算 法 使 用 priority_queue 
和 queue 具 有 相同 效果 。 因 此 复杂 度 会 产生 变化 ， 请 特别 注意 。 
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fill(d, d + V, INP); 
dis] = Ús 
que.push(P(0, s)); 


while (!que.empty()) ( 
P p = que.top(); que.pop(); 
int v = p.second; 
if (d[v] < p.first) continue; 
for (int i = 0; i < G[v].size(); i++) { 
edge e = G[v] [i]; 
if (d[e.to] > d[v] + e.cost) ( 
d[e.to] = d[v] + e.cost; 
que.push(P(d[e.to], e.to)); 
) 
} 
y 
} 


相对 于 Bellman-Ford 的 O( 吕 本 的 复杂 度 ，Dijkstra 算 法 的 复杂 度 是 OUEllog| 丰 ,可 以 更 加 高 效 地 计 
算 最 短路 的 长 度 。 但 是 ， 在 图 中 存在 负 边 的 情况 下 ，Dijkstra 算 法 就 无 法 正确 求解 问题 ， 还 是 需 
要 使 用 Bellman-Ford 算 法 。 


3. 任意 两 点 间 的 最 短路 问题 (Floyd-Warshall 算 法 ) 


求解 所 有 两 点 间 的 最 短路 的 问题 叫做 任意 两 点 间 的 最 短路 问题 。 让 我 们 试 着 用 DP 来 求解 任意 两 
点 间 的 最 短路 问题 。 只 使 用 顶点 0~k 和 i,j 的 情况 下 ， 记 1; 到 j 的 最 短路 长 度 为 4[k+1][i[。k=-1 时 ， 
认为 只 使 用 ;YY， 所 以 [0][i][]=cost[i]0]。 接 下 来 让 我 们 把 只 使 用 顶点 0~k 的 问题 归 约 到 只 使 用 
0~k-1 的 问题 上 。 


只 使 用 0~K 村 ,我 们 分 ;到 的 最 短路 正好 经 过 顶点 一 次 和 完全 不 经 过 顶点 k 两 种 情况 来 讨论 。 不 经 
AMAIE, AAVA] EAA, AKYA- Lik] +k- 
PEK, M48 T [k][gU]=min(d[k—1][i)[y], dIk—1][i[k]qdIk—-1][k1l])). iX4-DP1B n| HEH E — 4 
XA, AWOGk4rd(ül]=min(d[i]l;], ANKHA ERREA. 


这 个 算法 叫做 Floyd-Warshall 算 法 ,可 以 在 O(| 古 ) 时 间 里 求 得 所 有 两 点 间 的 最 短路 长 度 。 
Floyd-Warshall 算 法 和 Bellman-Ford 算 法 一 样 , 可 以 处 理 边 是 负数 的 情况 ,而 判断 图 中 是 否 有 人 负 圈 ， 
只 需 检 查 是 否 存 在 d[i][i 是 负数 的 顶点 就 可 以 了 。 


int d[MAX_V] [MAX_V]; // d[u] [v] 表 示 边 e=(u,v) 的 权 值 (不 存在 时 设 为 INF， 不 过 d[i] [i]=0) 
int V; // 顶点 数 


void warshall_floyd() { 
for (int k = 0; k < V; k++) 
for (int i = Or i < V; +) 
for (int j = Oz 3 < V; j*+) Ali] = mintali]: Ari] [k] + atki tjl); 
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这 样 通过 三 重 循环 非常 简单 地 就 可 以 求 出 所 有 两 点 间 的 最 短路 长 度 。 由 于 实现 起 来 非常 简单 ， 如 
果 复 杂 度 在 可 以 承受 的 范围 之 内 ， 单 源 最 短路 也 可 以 使 用 Floyd-Warshall 算 法 进行 求解 。 


4. 路 径 还 原 


截至 目前 , 我 们 都 只 是 在 求解 最 短 距离 。 虽然 许多 问题 只 需 输 出 最 短 距离 就 可 以 了 , 但 是 也 有 的 
问题 需要 求解 最 短路 的 路 径 。 我 们 以 Dijkstra 算 法 为 例 ， 试 着 来 求解 最 短路 径 。 在 求解 最 短 距离 
时 ， 满 足 d]=d[ 和 +cost[ 旭 四 的 顶点 5， 就 是 最 短路 上 顶点 /的 前 趋 节点 ， 因 此 通过 不 断 寻找 前 趋 节 
点 就 可 以 恢复 出 最 短路 。 时 间 度 杂 度 是 O(E)。 


此 外 ， 如 果 用 prev 思 来 记录 最 短路 上 顶点 j 的 前 趋 ， 那 么 就 可 以 在 O(|) 的 时 间 内 完成 最 短路 的 恢 
复 。 在 qd[j] 被 d[j]=d[A]+cost[4] 中 更 新 时 ， 修 改 prev[]=k， 这 样 就 可 以 求 得 prev 数 组 。 在 计算 从 s 出 
发 到 j 的 最 短路 时 ， 通 过 prev 中 就 可 以 知道 顶点 的 前 趋 ， 因 此 不 断 把 替换 成 prev 思 直到 霹 ;为止 就 
可 以 了 。Bellman-Ford 算 法 和 Floyd-Warshall 算 法 都 可 以 用 类 似 的 方法 进行 最 短路 的 还 原 。 


int prev[MAX_V]; // 最 短路 上 的 前 趋 顶 点 


// 求 从 起 点 s 出 发 到 各 个 顶点 的 最 短 距离 
void dijkstra(int s) { 
Enia, e $ S; INFY 
fill(used, used + V, false); 
fill(prev, prev + V, -1); 
d[s] = 0; 


while(true) ( 


iit y = =li 
for (int ú = 0; ù < V; Ut+) í 
if (!used[u] && (v == -1 || arul < d[v])) v = u; 
} 
if (v == -1) break; 
used[v] = true; 


för (int Ú = 0; ú < V; utt) ( 
if (d[u] > d[v] + cost[v][u]) ( 
d[u] = d[v] + cost[v] [u]; 
prev[u] = v; 
) 
) 
3 
} 


// 到 顶点 t 的 最 短路 : 
vector<int> get pathl(int t) { 
vector<int> path; 
for (; t != -1; t = prev[t]) path.push_back(t); // 不 断 沿 着 prev[t] 走 直到 t=s 
// 这 样 得 到 的 是 按照 t 到 s 的 顺序 ， 所 以 翻转 之 
reverse(path.begin(), path.end()); 
return path; 
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255 ”最 小 生成 树 


给 定 一 个 无 向 图 ， 如 果 它 的 某 个 子 图 中 任意 两 个 顶点 都 互相 连通 并 且 是 一 棵 树 ， 那 么 这 棵 树 就 
叫做 生成 树 (Spanning Tree )。 如 果 边 上 有 权 值 ， 那 么 使 得 边 权 和 最 小 的 生成 树 叫 做 最 小 生成 树 
( MST, Minimum Spanning Tree )。 


例如 我 们 假设 有 这 样 一 个 图 : 把 顶点 看 作 村 庄 , 边 看 作 计划 要 修建 的 道路 。 为 了 在 所 有 的 村 庄 间 


通行 ,恰好 修建 村 庄 数 目 -1 条 道路 时 的 情形 就 对 应 了 一 棵 生成 树 。 修 建 道路 需要 投入 建设 费 , 那 
么 求解 使 得 道路 建设 费用 最 小 的 生成 树 就 是 最 小 生成 树 问题 。 





最 小 生成 树 ( 权 值 和 17 ) 
生成 树 


常见 的 求解 最 小 生成 树 的 算法 有 Kruskal 算 法 和 Prim 算 法 。 很 显然 , 生成 树 是 否 存在 和 图 是 否 连 通 
是 等 价 的 ， 因 此 我 们 假定 图 是 连通 的 。 

1. 最 小 生成 树 问 题 1 (Prim 算 法 ) 

首先 我 们 介绍 Prim 算 法 。Prim 算 法 和 Dijkstra 算 法 十 分 相似 , 都 是 从 某 个 顶点 出 发 , 不 断 添 加 边 的 
算法 。 


首先 ,我 们 假设 有 一 棵 只 包含 一 个 顶点 v 的 树 T。 然 后 贪心 地 选取 T 和 其 他 顶点 之 间 相 连 的 最 小 权 
值 的 边 ， 并 把 它 加 到 T 中 。 不 断 进行 这 个 操作 ， 就 可 以 得 到 一 棵 生成 树 了 。 接 下 来 我 们 来 证 明 通 
过 这 个 方法 得 到 的 生成 树 就 是 最 小 生成 树 。 





T 和 T 以 外 的 顶点 之 间 的 边 的 最 小 权 值 
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V 上 的 最 小 生成 树 使 得 T 是 它 的 一 个 子 图 。 下面 我 们 证 明 存 在 一 棵 最 小 生成 树 使 得 是 它 的 一 个 
子 图 并 且 它 包含 了 连接 X 和 V\X 之 间 的 边 中 权 值 最 小 的 边 。 记 连接 X 和 V\X 的 权 值 最 小 的 边 
He, CERE V(e XM ule V\X) 根据 假设 , 存在 一 棵 V 上 的 最 小 生成 树 使 得 T 是 它 的 一 个 
TE, 如果 e 也 在 这 棵 最 小 生成 树 上 ， 问题 就 得 到 证 明了 ， 所 以 我 们 假设 e 不 在 这 棵 树 上 。 因 为 
生成 树 本 质 是 一 棵 树 ， 所 以 在 添加 了 e 之 后 就 产生 了 圈 。 


圈 上 的 边 中 ,必然 存 在 一 条 和 e 不 同 的 边 f 连 接着 X 和 V\X。 从 的 定义 可 以 知道 的 权 值 不 会 
比 e 小 。 因 此 ,我 们 把 /从 树 中 删除 ， 然 后 加 上 e 就 可 以 得 到 一 棵 新 的 生成 树 ， 并 且 总 权 值 不 超 
过 原来 的 生成 树 。 因 此 可 以 说 存在 同时 包含 e 和 T 的 最 小 生成 树 。 所 以 把 e 加 入 工 中 满足 最 初 的 
假设 。 可 以 这 样 不 断 地 加 入 新 的 边 ， 直 到 X=V。 因 为 存在 V 上 的 最 小 生成 树 使 得 T 是 它 的 一 个 
子 图 ， 而 X=V， 所 以 T 就 是 V 上 的 最 小 生成 树 。 


让 我 们 看 一 下 如 何 查 找 最 小 权 值 的 边 。 把 X 和 顶点 V 连 接 的 边 的 最 小 权 值 记 为 mincost[v]。 在 向 X 里 
添加 顶点 xz 时 ， 只 需要 查看 和 zx 相连 的 边 就 可 以 了 。 对 于 每 条 边 ， 更 新 mincost[v]=min(mincost[v], 边 
(ev) 的 权 值 ) 即 可 。 


如 果 每 次 都 遍历 未 包含 在 X 中 的 点 的 mincost[v], 需要 O(|V|) 时 间 。 不 过 和 Dijkstra 算 法 一 样 ， 如 果 
使 用 堆 来 维护 mincost 时 间 复 杂 度 就 是 O(|E| log |V1)。 


int cost[MAX_V] [MAX_V]; // cost[u] [Vv] 表 示 边 e= (u,v) 的 权 值 (不 存在 的 情况 下 设 为 INF ) 


int mincost [MAX_V]; // 从 集合 X 出 发 的 边 到 每 个 顶点 的 最 小 权 值 
bool used[MAX_V]; // 顶点 i 是 否 包 含 在 集合 X 中 
int V; // 顶点 数 


int prim() { 
for (ipe 3 = 03 3 & Wy +tih f 
mincost[i] = INF; 
used[i] = false; 
} 
mincost[0] = 0; 
int res = 0; 


while (true) { 
int y= =1⁄; 
// 从 不 属于 X 的 顶点 中 选取 从 X 到 其 权 值 最 小 的 顶点 


for (int ú = 0; u < V; t+) Í 


if (!used[u] && (v == -1 || mincost[u] < mincost[v])) v = u; 
) 
if (v == -1) break; 
used[v] = true; // 把 顶点 v 加 入 X 


res += mincost[v]; // 把 边 的 长 度 加 到 结果 里 
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for (int u = 0; u < V; u++) ( 
mincost[u] = min(mincost[u], cost[v][u]); 
) 
) 
return res; 


) 


2. 最 小 生成 树 问题 2 (Kruskal 算 法 ) 


下 面 我 们 介绍 Kruskal 算 法 。Kruskal 算 法 按照 边 的 权 值 的 顺序 从 小 到 大 查看 一 遍 ， 如 果 不 产 生 圈 
( 重 边 等 也 算 在 内 ), 就 把 当前 这 条 边 加 入 到 生成 树 中。 至 于 这 个 算法 为 什么 是 正确 的 , 其实 和 Prim 
算法 证 明 的 思路 基本 相同 ， 在 此 就 不 详细 说 明了 。 


接 下 来 我 们 介绍 如 何 判断 是 否 产生 圈 。 假 设 现在 要 把 连接 顶点 xz 和 顶点 v 的 边 e 加 入 生成 树 中 。 如 
果 加 入 之 前 w 和 v 不 在 同一 个 连通 分 量 里 ， 那 么 加 入 e 也 不 会 产生 圈 。 反 之 ， 如 果 w 和 vy 在 同一 个 连 
通 分 量 里 ， 那 么 一 定 会 产生 圈 。 可 以 使 用 并 查 集 高 效 地 判断 是 否 属于 同一 个 连通 分 量 。 


Kruskal 算 法 在 边 的 排序 上 最 费时 ， 算 法 的 复杂 度 是 O(|E| log |VI)。 


struct edge { int u, v, cost; }; 


bool comp(const edge& el, const edge& e2) { 
return el.cost < e2.cost; 
} 


edge es [MAX_E]; 
int V, E; // 顶点 数 和 边 数 


int kruskal() ( 
sort(es, es + E, comp); // 按照 edge.cost 的 顺序 从 小 到 大 排列 
init_union_find(V); // 并 查 集 的 初始 化 
int res = 0; 
fot (inte i = D; L < E; jy+) í 
edge e = es[i]; 
if (!same(e.u, e.v)) ( 
unite(e.u, e.v); 
res += e.cost; 
) 
) 


return res; 


2.5.6 ”应 用 问题 
让 我 们 试 着 用 图 论 的 算法 解决 问题 。 
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Roadblocks (POJ No.3255 ) 


某 街区 共有 尺 条 道路 、N 个 路 口 。 道 路 可 以 双向 通行 。 问 1 号 路 口 到 NN 号 路 口 的 次 短路 长 度 
是 多 少 ? 次 短路 指 的 是 比 最 短路 长 度 长 的 次 短 的 路 径 。 同 一 条 边 可 以 经 过 多 次 。 


ARER 
e 1 < N <5000 
e 1 < R <100000 


输入 
N=4,R=4， 图 如 下 图 所 示 








输出 
450 (1->2->4 是 长 度 为 300 的 最 短路 ，1->2->3->4 是 长 度 为 450 的 次 短路 ) 


我 们 把 路 口 看 作 顶 点 ， 把 道路 看 作 边 的 无 向 图 。 虽 然 用 Dijkstra 等 算法 可 以 简单 地 求 得 最 短路 ， 
但 是 次 短路 应 该 怎么 算 呢 ? Dijkstra 算 法 的 思路 是 依次 确定 尚未 确定 的 顶点 中 距离 最 小 的 顶点 。 
按照 这 个 思路 对 算法 进行 少许 修改 ， 就 可 以 简单 地 求 出 次 短路 了 。 


到 某 个 顶点 v 的 次 短路 要 么 是 到 其 他 某 个 顶点 x 的 最 短路 再 加 上 zx 的 边 ， 要 么 是 到 x 的 次 短路 再 
加 上 uw 的 边 ， 因 此 所 需要 求 的 就 是 到 所 有 顶点 的 最 短路 和 次 短路 。 因 此 ， 对 于 每 个 项 点 , 我 们 
记录 的 不 仅仅 是 最 短 距离 ， 还 有 次 短 的 距离 。 接 下 去 只 要 用 与 Dijkstra 算 法 相同 的 做 法 ,不 断 更 
新 这 两 个 距离 就 可 以 求 出 次 短路 了 。 

// 输入 


mE N; Rz 
vector<edge> G[MAX_N]; // 图 的 邻接 表 表 示 


int dist[MAX_N]; // 最 短 距离 
int dist2 [MAX_N] // 次 短 距离 


void solve() { 
priority_queue<P, vector<P>, greater<P> > que; 
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fill(dist, dist + N, INF); 
fill(dist2, dist2 + N, INF); 
dist[0] = 0; 

que.push(P(0, 0)); 


while (!que.empty()) ( 
P p = que.top(); que.pop(); 
iñt y = p.second, d = p.first; 
if (dist2[v] < d) continue; 
for (int i = 0; i < G[v9].size(); i++) 1 
edge &e = G[v] [i]; 
int d2 = d + e.cost; 
if (dist[e.to] > d2) { 
swap (dist[e.to], d2); 
que.push (P (dist[e.to], e.to)); 
} 
if (dist2[e.,tol > 刘 2 && dist[e,to] < d2) 1 
dist2[e.to] = d2; 
que.push (P (dist2[e.to], e.to)); 
$ 
} 
$ 
printf ("%d\n", dist2[N - 1]); 
) 





Conscription (POJ No.3723) 


需要 征 幕 女 兵 NW 人 ， 男 兵 M 人 。 每 征 莫 一 个 人 需要 花费 10000 美元 。 但 是 如 果 已 经 征 幕 的 
人 中 有 一 些 关系 亲密 的 人 ， 那 么 可 以 少 花 一 些 钱 。 给 出 若干 的 男女 之 间 的 1~9999 之 间 的 亲 
密度 关系 ， 征 慕 某 个 人 的 费用 是 10000- (已 经 征 幕 的 人 中 和 自己 的 亲密 度 的 最 大 值 )。 要 求 


通过 适当 的 征 慕 顺序 使 得 征 慕 所 有 人 所 需 费 用 最 小 。 


竺 限制 条 件 

e 1<N, M<10000 
e 0<R=50000 

e 0 <d <10000 


输入 
N=5,M=5, R=8 
关系 有 如 下 R 个 ( (x,y,d) 表 示 的 是 第 x 号 男 兵 和 第 y 号 女 兵 之 间 的 亲密 度 是 d ) 





(x,y,d)=((4,3,6831), (1,3,4583y, (0,0,6592), (0,1,3063) , (3,3,4975) , (L,3,2049) ,(4,2,2104) , 
(2 2  T81) 1 
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输出 


71071 








让 我 们 设想 一 下 这 样 一 个 无 向 图 : 在 征 募 某 个 人 a 时 ， 如 果 使 用 了 a 和 b 之 间 的 关系 ， 那 么 就 连 一 
条 a 到 b 的 边 。 假设 这 个 图 中 存在 圈 , 那么 无 论 以 什么 顺序 征 募 这 个 圈 上 的 所 有 人 , 都 会 产生 矛盾 。 
因此 可 以 知道 这 个 图 是 一 片 森林 。 反 之 ,如 果 给 了 一 片 森林 那么 就 可 以 使 用 对 应 的 关系 确定 征 募 


的 顺序 。 
D G 
> @ () (@ 
G) 


给 定 无 向 森林 变 成 有 向 森林 并 加 上 顺序 


因此 , 把 人 看 作 项 点 , 关系 看 作 边 ,这 个 问题 就 可 以 转化 为 求解 无 向 图 中 的 最 大 权 森 林 问 题 。 最 
大 权 和 森林 问题 可 以 通过 把 所 有 边 权 取 反 之 后 用 最 小 生成 树 的 算法 求解 。" 


// 输入 
int N, M, R; 
int x[MAX_R], y[MAX_R], d[MAX_R]; 


void solve() ( 
V = N + M; 
E = R; 
for tint ia 0a Ú < R; wey QÇ 
es[i] = (edge){x[i]; N + y[i], -d[i]); 


) 
print£(*%dVn*, 10000 * (N + M) + kruskall)); 


Layout (POJ No.3169) 





农夫 约翰 养 了 N 头 牛 ， 编 号 分 别 是 1 到 N。 现 在 ， 它 们 要 进食 ， 按 照 编 号 顺序 排 成 了 一 排 。 
在 它们 之 间 有 一 些 牛 关系 比较 好 , 所 以 希望 彼此 之 间 不 超过 一 定 距 离 , 也 有 一 些 牛 关系 比较 
不 好 ， 所 以 希望 彼此 之 间 至 少 要 满足 某 个 距离 。 此 外 ， 牛 的 性 格 比较 硬 ， 所 以 有 可 能 有 多 头 
牛 挤 在 同一 个 位 置 上 。 给 出 了 ML 个 关系 好 的 牛 的 信息 (AL,BL,DL ) 以 及 MD 个 关系 不 好 的 
牛 的 信息 ( 4D,BL,DD )。 这 表示 的 是 牛 4L 与 牛 BL 之 间 的 最 大 距离 DL 和 牛 AD 与 牛 BD 之 
间 的 最 小 距离 DD。 在 满足 这 些 条 件 的 排列 方法 中 ， 求 1 号 牛 和 N 号 牛 之 间 的 最 大 距离 。 如 
果 不 存在 任何 一 种 排列 方法 满足 条 件 则 输出 -1。 无 限 大 的 情况 输出 -2。 


Q 在 这 个 问题 中 ,完全 没有 用 到 男女 之 间 的 二 分 图 结构 。 而 在 许多 问题 中 ， 如 果 有 特殊 的 结构 ， 往 往 会 考虑 如 何 利 用 这 
个 结构 ， 当 然 也 有 像 此 题 一 样 设置 了 无 用 的 陷阱 条 件 的 题目 ， 需 要 注意 。 
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ERER 

e 2<N<1000 

e 1< ML, MD< 10000 
e 1SAL<BLSN 

e 1<AD<BD<N 

e 1<DL, DD< 1000000 





输入 


N=4, ML=2, MD=1 
(AL, BL, DL)=((1,3,10), (2,4,20)) 
(AD, BD, DD)=( (2 3, 3yy 





输出 


270.7 10 271 








记 第 号 牛 的 位 置 是 d[i]。 首 先 ， 牛 是 按照 编号 顺序 排列 的 ， 所 以 有 qd[i]d[i+1] 成 立 。 其 次 ， 对 于 
每 对 关系 好 的 牛 之 间 的 最 大 距离 限制 ， 都 有 dL4L]+DL>>d[BL] 成 立 。 同 样 ， 对 于 每 对 关系 不 好 的 
牛 , 都 有 dL4D]J+DD<dlBD] 成 立 。 因 此 , 原 问题 可 以 转化 为 在 满足 这 三 类 不 等 式 的 情况 下 ,求解 
d 的 dLN]-d[1] 的 最 大 值 的 问题 。 这 是 线性 规划 问题 ， 可 以 使 用 单纯 形 法 等 较 复杂 的 算法 求解 。 但 
是 这 道 题 有 更 加 简单 的 解法 。 


这 些 不 等 式 的 特点 是 所 有 的 式 子 的 两 边 都 只 出 现 了 1 个 变量 "。 实际 上 , 图 上 的 最 短路 问题 也 可 以 


为 w 的 边 e=(v,u)， 都 有 d(v)+w 宇 dz) 成 立 。 反 之 ， 在 满足 全 部 这 些 约束 不 等 式 的 d 中 ，d(v)-d(s) 的 
最 大 值 就 是 从 s 到 vy 的 最 短 距 离 。 需 要 注意 这 里 不 是 最 小 值 ， 而 是 最 大 值 对 应 着 最 短 距离 。 


把 原来 的 问题 和 最 短路 问题 进行 比较 就 可 以 发 现 ， 两 个 问题 都 是 完全 一 样 的 形式 。 也 就 是 说 ， 
可 以 通过 把 原来 的 问题 的 每 一 个 约束 不 等 式 对 应 成 图 中 的 一 条 边 来 构图 ,然后 通过 解决 最 短路 
问题 来 解决 原 问题 。 首先 把 顶点 编号 为 1 ~ N. dl i] <d[i+1] 变 形 为 d[it+1]+0 宇 qi, 因此 从 顶点 计 1 
向 顶点 i 连 一 条 权 值 为 0 的 边 。 同 样 4L4L]+DL>>dLBL] 对 应 从 顶点 4L 疝 顶点 83L 连 一 条 权 值 为 DL 的 
iB, d[4D]+DD< dLBD] 对 应 从 顶点 8D 向 项 点 4D 连 一 条 权 值 为 -DD 的 边 。 所 求 的 问题 是 dLN]-d[1] 
的 最 大 值 ， 对 应 为 项 点 1 到 顶点 N 的 最 短 距离 。 由 于 图 中 存在 负 权 边 ， 因 此 不 使 用 Dijkstra 算 法 
而 是 使 用 Bellman-Ford 算 法 求解 。 即 使 这 样 复杂 度 也 只 有 O(N(N+ML+MD))， 可 以 在 规定 时 间 内 
求解 。 





D 这 种 特殊 形式 的 不 等 式 方程 组 又 叫做 差分 约束 系统 。 一 一 译 者 注 
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样 例 的 输入 对 应 的 图 


// 输入 

int N, ML, MD; 

int AL[MAX_ML], BL[MAX_ML], DL[MAX_ML]; 
int AD[MAX_MD], BD[MAX_MD], DD[MAX_MD]; 


int d[MAX_N]; // 最 短 距离 


void solve() ( 
£3ll (d, d + N, INF); 
a[0] = 0; 


// 用 Bellman-Ford 算 法 计算 d 
fór tinte X = 0; k < N£ Kt) í 
// 从 i+1 到 i 的 权 值 为 0 
før (int i =s 0p i 41a Ni itt a 
if (d[i + 1] < INF) d[i] = min(d[i], d[i + 1]); 
} 
// 从 AL 到 BL 的 权 值 为 DL 
for (ipt š = 07 3 < MDç iss) { 
if (d[AL[i] - 1] < INP) ( 
d[BL[i] - 1] = min(d[BL[i] - 1], d[AL[i] - 1] + DL[i]); 
) 
// 从 BD 到 AD 的 权 值 为 -DD 
foc Gnt i= Or 3 < Wr ftt) f 
i£ (G[BD[2] = 1] < INFY Í 
d[AD[i] = 1] = min(d[AD[i] = 1], d[BD[i] = 1] = DD[i]); 


) 


int res = d[N - 1]; 

LE (a[0] < 0) í 
// 存在 负 园 则 无 解 . 
res = -1; 

) else if (res == INF) ( 
res = -2; 

|. 

printf("%dVn", res); 
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seeeeeeeesseesesesssesseeseessssessesesseesesssesesss9esesssssssssssesssssessssessssesessesoeoseessesee 


中 数学 , 特别 是 数论 与 计算 机 科学 有 着 密切 的 联系 ， 所 以 也 常 被 选 作 题材 ,虽然 数学 问题 大 多 需 
要 使 用 特定 方法 求解 ， 但 其 中 有 几 个 基础 算法 扮演 着 重要 的 角色 

2.6.1 轧 转 相 除 法 

1. 求 最 大 公约 数 

让 我 们 来 看 一 下 如 下 问题 。 


线段 上 格 点 的 个 数 
给 定 平面 上 的 两 个 格 点 P Ea y) P;=(x;, y2), ZRPP, P A P 以 外 一 共有 几 个 格 点 ? 
ARERI 


9 9 
e -10 < xi, Xy, yi, 2 S 10 











(2 SVs (3, Ts (0 SLEA 





检查 所 有 满足 min(xi, x) <x < max(x, x) E.min(yi, y2) < y < max(yı, x) HIH A BRA SEIE 
确 的 答案 ,但 复杂 度 却 是 O(xi=xzjxbm-y7)， 对 坐标 的 绝对 值 较 大 的 情况 难以 处 理 。 其 实 这 道 题 的 
答案 如 右 图 所 示 , 是 -xz| 和 ly1-ys| 的 最 大 公约 数 -1( 要 注意 特 判 x4-x2|=0 且 [ly1-yol=0 时 的 答案 是 0 )。 


那么 ,该 怎样 计算 最 大 公约 数 呢 ?” 虽 然 可 以 从 1 开始 依次 检查 是 否 能 整除 ,这 也 比 O(x1-xo|xly1-y2|) 
要 快 得 多 了 ， 不 过 在 此 要 介绍 给 大 家 一 个 更 为 快速 的 力 转 相 除 法 。 





D 格 点 是 指 横 纵 坐标 均 为 整数 的 点 。 一 一 译 者 注 
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(1,11) 


(5,3) 


小 三 角形 的 边 长 是 (4/gcd(4,8), 8/gcd(4,8)) 


设 gcd(a, b) 是 计算 自然 数 a 和 2b 的 最 大 公约 数 的 函数 ，a 除 b 得 到 的 商 和 余数 分 别 为 p 和 gqg。 因 为 
a=bxp+q, 所 以 gcd(b,g) 既 整除 a 又 整除 b, 也 就 整除 gcd(a, b). 反之 , 因为 qg=a-bxp, 同 理 可 证 gcd(a,， 
b) 整 除 gcd(b, 9)。 因 此 可 以 知道 gcd(a, b)=gcd(b, a % b)。 不 断 这 样 操作 下 去 ， 由 于 gcd 的 第 二 个 参 
数 总 是 不 断 减 小 的 ， 最 终 会 得 到 gcd(a, b)=gcd(c, 0)。0 和 c 的 最 大 公约 数 是 c， 所 以 gcd(c, 0)=c， 这 
样 就 计算 出 了 gcd(a, b)。 轧 转 相 除法 的 程序 实现 如 下 所 示 。 





用 最 小 的 正方 形 可 以 无 缝隙 地 填 满 整个 大 长 方形 


int gced(int a, int b) { 
if (b == 0) return a; 
return gcd(b, a % b); 
J 


2. 复杂 度 


接 下 来 让 我 们 来 估算 轧 转 相 除 法 的 复杂 度 。 假设 a 和 4b 是 两 个 自然 数 。 如 果 b>a, 就 有 gcd(b, a% b)= 
gcd(b, a), 经 过 一 次 递归 以 后 就 变 成 了 a>bp, 所 以 不 妨 假设 a>b。 这 时 函数 会 按照 gcd(a, b) 一 gcd(b, 
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a% b) > gcd(a % b, b % (a%b)) 这 样 递归 下 去 。 当 b>a/2 时 有 a%b=a-b<a/2， 当 b<a/2 时 则 a%b<b< 
al2, 于 是 经 过 两 次 递归 后 ,第 一 个 参数 要 小 于 原来 的 一 半 。 所 以 其 复杂 度 在 O(log max(a,5)) 以 内 。 
里 然 这 只 是 粗略 的 估计 ,但 已 经 足以 证 明 轧 转 相 除法 是 非常 高 效 的 了 。 


3. 扩展 欧 几 里 德 算 法 ” 
对 轧 转 相 除法 做 一 些 扩展 ， 就 能 求解 如 下 间 题 。 


双 六 ” 


一 个 双 六 上 面 有 向 前 向 后 无 限 延 续 的 格子 ， 每 个 格子 都 写 有 整数 。 其 中 0 号 格子 是 起 点 ，1 
号 格子 是 终点 。 而 明子 上 只 有 a,b, -a,b 四 个 整数 ， 所 以 根据 a 和 上 的 值 的 不 同 ， 有 可 能 无 
法 到 达 终 点 。 


ols dal o 32519] 0 


双 六 
搓 出 四 个 整数 各 多 少 次 可 以 到 达 终 点 呢 ? 如 果 解 不 唯一 , 输出 任何 一 组 强 可 。 如 果 无 解 , 输出 -1。 
ARER 


4 ] = a,b = 10 








输出 


3001 (3 xa-1xb=1) 








这 个 问题 用 数学 语言 表述 就 是 “ 求 整数 x 和 y 使 得 axt+by=1”。 可 以 发 现 ， 如 果 gcd(a, btl, TRE 
解 。 反 之 ， 如 果 gcd(a, b)=1， 就 可 以 通过 扩展 原来 的 轧 转 相 除 法 来 求解 。 事 实 上 ， 一 定 存在 整数 
对 (x, y) 使 得 ax+by=gcd(a, bp)， 并 可 以 用 同样 的 算法 求 得 。 


设 int extgcd(int a, int b, int& x, int& y) 是 求解 该 方程 的 函数 ， 其 返回 值 是 gcd(a， Ds 
与 gcd 一 样 ， 我 们 可 以 递归 地 定义 extgcd。 假 设 已 经 求 得 了 


(D 按照 习惯 ， 这 里 将 Euclidean algorithm 译 作 轧 转 相 除 法 ， 而 将 Extended Euclidean algorithm 译 作 扩 展 欧 几 里 德 算 法 。 
译 者 注 





D 双 六 是 一 种 类 似 大 富翁 的 桌 上 游戏 。 一 一 译 者 注 
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bx'+(a%b)y'=gcd(a, b) 
HRR Fy FPK 
a%b=a-(alb)xb 
代入 后 就 得 到 
ay+b(x'—(a/b)xy)=gcd(a, b) 
而 当 b=0 时 则 有 
ax]+bx0=a=gcd(a, b) 
将 上 述 数学 语言 转化 成 代码 后 ， 就 得 到 了 如 下 程序 。 


int extgcdlint a, int b; intg x, inta y} { 
int d = a; 
if (b != 0) { 
d = extgcd(b, a % b, y, x); 
y -= (a / b) * x; 
) else ( 
x = 1; y = 0; 
) 
return d; 
) 





4. ax+by=gcd(a,b) 的 解 的 大 小 


只 要 看 一 下 递归 的 方法 就 能 知道 ，extgcd 的 复杂 度 和 gcd 的 复杂 度 是 相同 的 。 但 该 函数 所 求 的 
axtby=gcd(a,b) 的 解 的 大 小 又 如 何 呢 ?事实 上 ， 如果 ab#0, 可 以 知道 Kk|<5 且 |y|<a。 下 面 用 归纳 法 
来 证 明 这 一 结论 。 


在 b=0 的 前 一 步 ， 即 a%b=0 时 有 x=0 且 y=1， 结 论 显 然 成 立 。 假 设 调用 extgcd(b, a % b, y', x) 后 有 |x1 
<b 且 ly 和 a%b。 在 extgcd(a, b, x, y) Px=x', y=y 一 (a/b)x'"， 所 以 有 如 下 不 等 式 成 立 。 


k|=|x'|<b, |v|=y—(a/b)x'|<|y+(a/b)x|x! <a%b+(a/b)xb=a 


m 程序 设计 竞赛 中 ,常常 需要 证 明 自己 针对 问题 的 设想 是 否 成 立 。 虽说 是 证 明 , 但 不 光 可 以 
从 数学 上 严密 地 证 明 , 还 可 以 通过 尝试 一 些 样 例 来 验证 设想 是 否 成 立 , 或 是 利用 历史 积累 
的 已 知 结论 , 或 是 凭借 直觉 勇往直前 。 能 够 轻而易举 地 证 明 或 是 已 经 了 解 既 有 结论 的 情况 
除外 。 不 过 时 间 紧 迫 又 缺少 证 明 思路 时 , 建议 大 家 至 少 要 测试 一 些 数据 来 验证 。 最 好 不 要 
单 赁 直觉 盲目 冒进 。 另 外 , 有 些 规律 虽然 对 一 般 情况 成 立 , 却 不 能 很 好 处 理 一 些 边界 情况 。 
在 本 节 最 开始 的 问题 中 , 线段 两 端点 重合 的 情况 就 是 这 样 一 个 例子 。 即 使 找到 了 规律 , 也 
不 要 就 此 大 意 ， 最 好 充分 考虑 一 下 是 否 有 特殊 情况 或 反例 。 
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2.6.2 ”有 关 素 数 的 基础 算法 


素数 广泛 应 用 于 密码 学 中 ， 因 而 也 有 很 多 相关 算法 。 不 过 程序 设计 竞赛 涉及 的 主要 是 埃 氏 得 法 、 
简单 的 素性 测试 和 整数 分 解 这 类 算法 。 


1. 素性 测试 


给 定 整数 n， 请 判断 n 是 不 是 素数 。 
ARERI 


° 1 < n < 10? 


























输入 
295927 





输出 


No (295927=541x547 ) 





所 谓 素数 ,是 指 恰好 有 2 个 约 数 的 整数 。 因 为 的 约 数 都 不 超过 n, 所 以 只 要 检查 2~n-1 的 所 有 整数 
是 否 整 除 就 能 判定 n 是 不 是 素数 。 在 此 ， 如 果 d 是 n 的 约 数 ， 那 么 n/d 也 是 n 的 约 数 。 由 n=dxn/d 可 
知 min(d, n/d)< Vn ， 所 以 只 要 检查 2 ~ Vn 的 所 有 整数 就 足够 了 。 同 理 可 知 ， 整 数 分 解 和 约 数 枚 
举 都 可 以 在 O( Vn ) 时 间 完 成 。 虽 然 还 有 更 为 高 效 的 算法 "， 不 过 多 数 情况 下 这 已 经 足够 了 。 


Q 费 马 测试 、p 算 法 、 数 域 筛 法 等 。 
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// 假设 输入 都 是 正 数 
// 素性 测试 0 ( Vn ) 
bool is_prime(int m) { 
Tor (int £ = 2; 1 * $ sanp itr) { 
if (n % i == 0) return false; 
} 
return n != 1; // 1 是 例外 
} 


// 约 数 枚 举 O( Vn ) 
Vector<int> divisor(int n) { 
Vector<int> res; 
for (GE i = l; š * I <= ne EF$) { 
if (n % i == 0) { 
res.push_back (i); 
if (i != n / i) res.push_back(n / i); 
} 
} 
return res; 


) 


// 整数 分 解 0( Vn ) 
map<int, int> prime_factor(int n) { 
map<int, int> res; 





for (irt 1i = 27 k * 3 <= ne i++) 4 
while 1 Sai s= p) 
++res[i]; 
m Z= ij 
) 
) 
if (n != 1) res[n] = 1; 
return res; 
) 
2. 埃 氏 筛 法 


如 果 只 对 一 个 整数 进行 素性 测试 , 通常 O( Vn ) 的 算法 就 足够 了 。 但 如 果 要 对 许多 整数 进行 素性 测 
试 ， 则 有 更 为 高 效 的 算法 。 我 们 来 看 一 下 如 下 问题 。 


素数 的 个 数 
给 定 整数 n， 请 问 n 以 内 有 多 少 个 素数 ? 


出 限制 条 件 


e n < 105 
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输出 


5(2、3、5、7、11 共 5 个 素数 ) 


< 


输入 


1000000 


输出 


78498 


要 枚 举 n 以 内 素数 ， 可 以 用 埃 氏 第 法 。 这 是 一 个 与 轧 转 相 除法 一 样 古老 的 算法 。 


首先 ， 将 2 到 n 范 围 内 的 所 有 整数 写 下 来 。 其 中 最 小 的 数字 2 是 素数 。 将 表 中 所 有 2 的 倍数 都 划 去 。 
表 中 剩余 的 最 小 数字 是 3， 它 不 能 被 更 小 的 数 整除 ， 所 以 是 素数 。 再 将 表 中 所 有 3 的 倍数 都 划 去 。 
依 此 类 推 , 如 果 表 中 剩余 的 最 小 数字 是 m 时 ，m 就 是 素数 。 然 后 将 表 中 所 有 m 的 倍数 都 划 去 。 像 这 
样 反 复 操作 ， 就 能 依次 枚 举 n 以 内 的 素数 。 


回回 四 回回 加 回回 四 回国 国 四 国 四 加 四 因 四 
回回 面 回 四 加 本 加 古本 四 因 四 下面 加 本 四 四 





sl se le le ls | rl hs 


int prime[MAX_N]; // 第 i 个 素数 
bool is_prime[MAX_N + 1]; // is_prime[i] 为 true 表 示 i 是 素数 


// 返回 n 以 内 素数 的 个 数 
int sieve(int n) { 
int p = 0; 
for (int i = 0; i <= n; i++) is_prime[i] = true; 
is_prime[0] = is_prime[1] = false; 
for (int i = 2y K + 
if (is_prime[i]) { 
prime[p++] = i; 
for (int j = 2 * i; j <= n; j += i) is_prime[3] = false; 
+ 
} 


return p; 
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埃 氏 往 法 的 复杂 度 仅 有 O(nloglogn)。 对 于 程序 设计 竞赛 中 的 数据 规模 ,将 它 的 复杂 度 看 作 大 致 是 
线性 的 也 无 妨 。 


3. 区 间 筛 法 


区 间 内 素数 的 个 数 
给 定 整 数 q 和 b， 请问 区 间 [a,b) 内 有 多 少 个 素数 ? 
ARER 


se z< b = 10! 


e b-as 10° 








输出 


3(23、29、31 共 3 个 素数 ) 


D 


输入 


a = 22801763489, b = 22801787297 


输出 


1000 





区 间 [a, b) 指 的 是 所 有 满足 a<x<b 的 整数 ( 根据 背景 也 可 能 是 实数 ) 所 构成 的 集合 ?。 


在 素性 判定 这 一 小 节 中 已 经 讲 过 ，b 以 内 的 合 数 的 最 小 质 因 数 一 定 不 超过 Vb 。 如 果 有 Jb 以 内 的 
素数 表 的 话 ， 就 可 以 把 埃 氏 筛 法 运用 在 [w 5) 上 了 。 也 就 是 说 ， 先 分 别 做 好 [2, Vb ) 的 表 和 [a, b) 
的 表 ， 然 后 从 [2, Jb ) 的 表 中 得 得 素数 的 同时 ， 也 将 其 倍数 从 [w, b) 的 表 中 划 去 ， 最 后 剩 下 的 就 是 
区 间 [a, 5) 内 的 素数 了 。 


D 作为 题 外 话 ， 表 示 区 间 的 时 候 , 用 左 闭 右 开 的 形式 往往 更 方便 。STL 和 Java 标 准 库 ( 如 iterator 和 substring ) 中 的 区 间 也 
大 多 是 左 闭 右 开 的 。 
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typedef long long 11; 


bool is_prime [MAX_L]; 
bool is_prime_small[MAX_SQRT_B]; 


// 对 区 间 [a，b) 内 的 整数 执行 第 法 。is_prime[i - a] = true @ i 是 素数 
void segment_sieve(11 a, 11 b) { 
fór (int i = 0; (11)i * i < b; i++) is prime small[i] = trúe; 
for (int i = 0; i < b - a; i++) is_prime[i] = true; 


tor Nut is 24 CDQ * £ < Dr 4243 { 


if (is_prime_small[i]) ( 
for (int j = 2 * i; (11)j * j < b; j += i) is_prime_small[j] = false; // į [2, Jb ) 
for (11 j = max(2LL, (a + i - 1) / i) * i; j < b; j += i) is_prime[j - a] = false; 

// ila, b) 
) 
a: 
) 
2.6.3” 模 运算 


1. 为 什么 需要 求 余数 


在 程序 设计 竞赛 中 , 如 果 计算 结果 超出 了 64 位 整数 的 范围 , 则 可 能 会 要 求 输出 结果 对 合适 的 数 取 
模 后 的 余数 。 这 样 可 以 消除 在 高 精度 计算 方面 ， 语 言 的 差异 所 带 来 的 不 利 因素 。 例 如 ，Java 中 有 
支持 高 精度 计算 的 类 BigInteger， 而 C++ 和 C 则 不 得 不 靠 自 己 实现 。 另 一 方面 ， 高 精度 乘法 不 同 实 
现 的 复杂 度 也 不 一 样 ， 因 此 ， 对 算法 本 身 的 评价 变 得 更 为 困难 。 正 因为 此 类 理由 ,程序 设计 竞赛 
中 经 常 出 现 余数 的 计算 。 


2. 基本 的 模 运算 


计算 除 以 m 的 余数 ， 可 以 说 成 是 “对 m 取 模 ” 或 “以 m 为 模 ”"。 接 下 来 我 们 都 统一 用 “对 m 取 模 ”。 
为 了 使 表述 更 简单 ,我 们 将 a 和 4b 除 以 m 后 所 得 的 余数 相等 记 作 a=b(mod m)， 又 将 a 除 以 m 所 得 的 余 
数 记 作 a mod m， 并 规定 0 <a mod m <m-1。 在 某 些 环境 中 ，a 是 负数 时 a % m 的 结果 也 是 负 的 ， 
此 时 改 为 a % m +m 就 能 保证 结果 在 0~m-1 的 范围 内 ”"。 假 设 a=c(mod m) 且 b=d(mod m), 那么 有 以 
下 基本 的 模 运 算 律 成 立 。 

a+b=c+d(mod m) 

a—-b=c—d(mod m) 

axb=cxd(mod m) 
实际 问题 中 m 可 能 达到 10” 的 规模 ， 计 算 axb 时 ， 虽 然 余数 可 以 保存 在 32 位 整数 中 ， 但 求 模 以 前 的 

结果 可 能 无 法 保存 在 32 位 整数 中 , 需要 注意 避免 发 生 溢出 。 当 有 发 生 洲 出 的 潜在 危险 时 ， 从 最 开 


D 当然 ， 如 果 恰 好 整除 的 话 ， 结 果 是 0， 不 需要 加 m。 一 一 译 者 注 
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始 就 将 所 有 的 变量 设 为 64 位 整数 类 型 不 失 为 一 个 好 办 法 。 

在 模 运 算 的 世界 中 可 以 很 自然 地 计算 +、-、x， 但 对 于 除法 却 需 要 多 加 注意 。 例如, 虽然 2=8(mod 
6)， 但 是 2/2=1#4=8/2(mod 6)。 当 axc=bxc(mod mm) 时 ，(a-b)xc 可 以 被 m 整 除 。 假 设 d=gcd(c, m), 
(a-b)x(c/q) 就 可 以 被 m/q 整 除 ， 又 因为 c/4 和 m/d 互 素 , 所 以 a-b 被 m/q 整 除 ， 即 a=b(mod m/ged(m, c))。 
虽然 = 构成 的 表达 式 和 = 构成 的 表达 式 基 本 支持 相同 的 运算 , 不 过 也 有 像 这 样 ， 需 要 回 到 定义 , 当 
作 a-b 整 除 m 来 理解 的 情况 。 


264 RRRS 
除数 学 问题 之 外 , 也 有 很 多 地 方 用 到 了 寡 运 算 。 在 此 , 给 大 家 介绍 一 种 能 够 非常 高 效 地 计算 寡 运 
算 的 快速 寡 运 算 算法 一 一 反复 平方 法 

Carmichael Numbers ( UVa No.10006 ) 


我 们 把 对 任意 的 1<x<n 都 有 =x(mod nn) 成 立 的 合 数 n 称 为 Carmichael Number。 对 于 给 定 的 
整数 n， 请 判断 它 是 不 是 Carmichael Number 


ARER 
e 2< n < 65000 








输出 














D 这 里 所 介绍 的 是 Exponentiation by Squaring 最 基本 的 算法 2 一 ary 方 法 。 在 Knuth 所 著 的 TAOCP 中 ， 该 算法 被 称 为 Russian 
Peasant algorithm。 一 一 译 者 注 
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输出 


NO (2= 0(mod 4) ) 


此 题 中 ， 有 n 个 待 检查 的 数 ， 如 果 每 个 数 都 按 定义 O(n) 复 杂 度 来 计算 窒 ， 则 总 的 复杂 度 为 O(n”)， 
不 能 满足 要 求 。 让 我 们 来 考虑 加 速 寡 运 算 的 方法 。 如 果 /= 交 ， 可 以 将 其 表示 为 


x" = (PP) 
REMEI ZARRARI BERTIE, NRR IREK. 


n=2% +2 +25... 


只 要 在 依次 求 x* 的 同时 进行 计算 就 好 了 ， 最 终 得 到 了 O(logm) 计 算 震 运算 的 算法 。 大 家 不 妨 自己 
选择 合适 的 数字 模拟 一 下 以 便 加 深 理解 。 
Pa x XK 


(22 转 成 二 进 制 数 是 10110) 
typedef long long 11; 


11 mod_pow(11 x, 11 n, 11 mod) ( 

11 Zes = 1 

while (n > 0) { 
if (n & 1) res = res * x % mod; // 如 果 二 进 制 最 低位 为 1， 则 来 上 x^ (2^i) 
x = x * x % mod; // 将 x 平 方 
n >>= 1; 

) 

return res; 


) 


也 可 以 像 下 面 这 样 来 理解 。 当 n 为 偶数 时 有 x=((x)"”)， 递 归 转 为 /2 的 情况 。n 为 奇数 时 有 
(Axx, 同样 也 递归 转 为 /2 的 情况 。 这样 不 断 递归 下 去 , 每 次 n 都 减 半 , 于 是 可 以 在 O(logn) 
时 间 内 完成 寡 运 算 。 
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11 mod_pow(11 x, 11 n, 11 mod) ( 
if (ñ == 0) return 1; 
11 res = mod_pow(x * x % mod, n / 2, mod); 
if (n & 1) res = res * x % mod; 
return res; 


) 


FKE, POMA HES FaB fesRf. FAEN, FEON ) 时 间 的 判定 方法 。 另 外 ， 还 有 
先 通过 O(n) 时 间 预 处 理 ， 再 对 每 个 查询 在 O(1) 时 间 内 判定 的 算法 。 请 大 家 试 着 思考 一 下 。 
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27 一 起 来 挑战 GCJ 的 题目 ( 1) 


啦 让 我 们 一 起 运用 迄今 所 介绍 的 技巧 ， 实 际 挑 战 一 下 GCJ 的 题目 吧 。 
2.7.1 Minimum Scalar Product 


Minimum Scalar Product (2008 Round1AA) 


有 两 个 向 量 vi=(xi, Xa e nF VY Ya wy, 功 )， 允 许 任意 交换 由 和 也 各 自 的 分 量 的 顺序 。 请 
计算 vı 和 v2 的 内 积 XIy1+…+xnyn 的 最 小 值 ) 


ARERI 

Small 

el<n<8 

e 一 1000 < x; y; < 1000 
Large 

e 100 < n < 800 

e 一 100000 < x; y; < 100000 























n = 
Vi = (1, 3, -5) 
Ves 4622 4, 3D 
输出 
令 v = (-5，1，3)，v = (4，1，-2) 就 可 以 得 到 最 小 值 v，x v, = -25 
输入 
n = 5 
w 全 x 2 3 二 
S = fae @, T, O 3) 
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®v, = (1, 2, 3, 4, 5), v, = (1，1，1，0，0) 就 可 以 得 到 最 小 值 6 


v1 和 vw 各自 的 分 量 的 顺序 都 可 以 任意 交换 , 因此 可 以 先 把 w 的 顺序 固定 下 来 只 交换 w 的 顺序 。 为 了 
方便 分 析 先 将 w 按 升序 排 好 序 。 接 下 来 枚 举 w 的 分 量 所 有 的 排列 顺序 ， 一 共有 中 种 排列 ， 还 需要 
对 每 种 排列 计算 内 积 , 总 的 复杂 度 是 O(n!xn)。 这 个 算法 在 Small 的 情况 , 因为 < 8 所 以 没有 问题 ， 
但 在 Large 的 情况 时 就 远 远 不 够 了 。 


在 此 隐约 会 觉得 把 v, 按 降序 或 者 升序 排序 的 话 ， 所 得 的 内 积 是 最 小 的 。 事 实 上 ， 如 果 将 y, 按 降序 
排序 的 话 ， 所 给 的 两 个 样 例 都 能 够 得 到 最 小 值 。 这 个 设想 的 确 是 对 的 ，vi 和 vw 的 内 积 在 将 v1 按 升 
序 ， 将 w 按 降序 排序 时 取得 最 小 值 。 下 面 我 们 来 证 明 这 一 设想 。 首 先 考虑 二 2 的 情况 。 


考虑 yj=(x1， X2), v=(y1, 2), 假设 w 已 经 按 升序 排 好 序 了 9 即 有 x < X2， 比较 x xyi tx x y, 和 x x yI 
+x xy 的 大 小 关系 。 


XI X yi T X2 X ya — X2 X yi = Xi X y2=XiI (Y1 — y2) + x2 (y> — y1)=(xi — x2) (1 — V2) 
En 


接 下 来 考虑 n 大 于 2 的 情况 。 如 果 v 不 是 按 降序 排序 的 ， 那 么 存在 i<j 使 得 yj<y;， 根 据 对 n=2 的 情 
况 的 分 析 可 以 知道 ,交换 w 和 y 后 就 得 到 了 更 小 的 内 积 。 因 此 ， 当 将 wm 按 降序 排序 时 ， 所 得 的 内 积 
最 小 。 


数组 排序 的 复杂 度 为 Onlogm)， 所 以 发 现 这 一 结论 后 ， 只 要 做 两 次 排序 就 可 以 简单 高 效 地 计算 答 
案 了 。 那 么 ， 要 怎样 才能 去 想到 这 个 设想 呢 ? 


首先 就 是 靠 直觉 。 比 较 容 易 想到 的 姑且 先 排序 试 试看 。 


第 二 个 就 是 样 例 。 原 本 的 问题 描述 中 并 没有 说 明和 在 什么 情况 下 取得 最 小 值 。 但 是 ， 因 为 样 
例 的 规模 比较 小 ， 所 以 可 以 手工 验算 。 因 而 可 以 找到 使 得 内 积 最 小 的 vi 和 v,。 通 过 观察 对 应 的 vi 
和 v,，， 想 要 得 到 刚才 的 结论 也 并 不 是 那么 难 。 


第 三 个 就 是 像 证 明 中 的 那样 ， 从 像 n=2 这 样 小 规模 的 情况 出 发 ， 推 广 到 一 般 的 情况 从 而 证 明 结 
论 。 在 这 个 问题 中 ， 很 容易 证 明 对 n=2 的 情况 结论 成 立 ， 接 着 同样 可 以 证 明 对 一 般 的 情况 结论 
都 成 立 。 

最 后 需要 注意 的 是 ， 即 使 推导 出 了 正确 的 算法 ,如果 程 序 的 实现 中 有 漏洞 的 话 也 是 徒劳 。 在 这 道 


题 中 ，v 的 分 量 和 v, 的 分 量 的 乘积 可 能 会 导致 32 位 整数 溢出 。 即 使 认为 找到 了 正解 ， 不 到 最 后 提 
交 结 果 正 确 的 那 一 刻 ， 都 不 能 掉以轻心 呢 。 
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typedef long long 11; 


// 输入 
int n 
int v1[MAX_N], v2[MAX_N]; 


void solve() { 
sort (v1, vl + n); 
SOrt (V2, v2 + n); 
11 ans = 0; 
for tint ¿Z = O; i < m; itty ans += (11ijvili] * w2 m = i = 3J; 
printf("%1ld\n", ans); 
} 





2.7.2 Crazy Rows 


Crazy Rows (2009 Round2 A) 


给 定 一 个 由 0 和 1 ARAE, RAAL B iri i+ 行 )， eE HLN 
FEAE ( 主 对 角 线 上 方 的 元 素 都 是 0 )， 最 少 需要 交换 几 次 ?输入 的 矩阵 保证 总 能 化 成 下 


ARER 
Small 
el<N=<8 
Large 
。l<N=40 
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输出 
0 (输入 已 经 是 下 三 角 矩 阵 ) 


输出 


最 先 想到 的 是 尝试 所 有 MI 种 交换 方案 。 但 在 Large 中 ， 由 于 最 大 的 NE40， 这 当然 是 行 不 通 的 。 


暂且 先 考虑 一 下 最 后 应 该 把 哪 一 行 交换 到 第 1 行 。 最 后 的 第 1 行 应 该 具有 00..0 或 是 10..0 的 形式 。 
可 以 交换 到 第 1 行 的 行当 然 也 可 以 交换 到 第 2 及 之 后 的 行 ， 当 有 多 个 满足 条 件 的 行 时 ， 选 择 离 第 1 
行 近 的 行 对 应 的 最 终 费 用 要 小 。 大 家 肯定 都 已 注意 到 了 这 一 点 吧 。 有 兴趣 的 读者 不 妨 自己 证 明 
一 下 。 


确定 第 1 行 之 后 ， 就 没有 必要 再 移动 它 了 ， 于 是 对 于 之 后 的 行 就 可 以 以 同样 的 思路 处 理 。 


在 这 道 题 中 ， 每 行 的 0 和 1 的 位 置 并 不 重要 ， 只 要 知道 每 行 最 后 一 个 1 所 在 的 位 置 就 足够 了 。 如 果 
先 将 这 些 位 置 预先 计算 好 , 那么 就 能 降低 行 交 换 时 的 复杂 度 。 直 接 按 矩 阵 的 形式 处 理 的 复杂 度 是 
OUV)， 而 预先 计算 后 再 处 理 的 复杂 度 降 为 OOV)。 
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// 输入 
int N; 
int M[MAX_N] [MAX_N]; // 矩阵 


int a[MAX_N]; // a[i] 表 示 第 i 行 最 后 出 现 的 1 的 位 置 一 一 1~n-1 


void solve() { 
int res = 0; 
för (int i = 0; ji < N; i+*+) { 
ali] = -1; // 如 果 第 i 行 不 含 1 的 话 ， 就 当 作 -1 
for (int j = 0; Jj < N; J++) 4 
iE (MAII == 1) afi = J; 
) 
Í 
for (int i = 0; i < N; i++) { 
int pos = -1; // 要 移动 到 第 i 行 的 行 
for (int j = ij; j < N; j++) Í 
if (a[j] <= 3) í 
poa = J7 
break; 
} 
} 


// 完成 交换 
for (int j = pos; j > š; j==) +í 
swap(a[j], alj = 1]); 
res++; 
) 
) 
printf("%d\n", res); 
) 


2.7.3 Bribe the Prisoners 


Bribe the Prisoners ( 2009 Round 1C C) 
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如 下 图 所 示 ,， 一 个 监狱 里 有 已 个 并 排 着 的 牢房 。 从 左 至 右 依次 编号 为 1,2,…, Po 最初 所 有 的 牢 
房 里 都 住 着 一 个 囚犯 。 相 邻 的 两 个 牢房 之 间 有 一 个 窗户 , 可 以 通过 它 与 相 邻 牢房 里 的 囚犯 对 话 。 


HEHHDY 


监狱 的 情况 


现在 要 释放 一 些 囚犯 。 如果 释放 菜 个 牢房 里 的 囚犯 , 其 相 邻 的 牢房 里 的 囚犯 就 会 知道 ， 因 而 
RBR, MA, 释放 某 个 牢房 里 的 因 犯 同时 , 必须 要 贿赂 两 旁 相 邻 牢房 里 的 囚犯 一 枚 金币 。 
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另外 ,为 了 防止 释放 的 消息 在 相 邻 牢房 间 传 开 ,， 不 仅 两 旁 直 接 相 邻 的 牢房 ， 所 有 可 能 听 到 消 
息 的 因 犯 ， 即 直到 空 牢 房 为 止 或 直到 监狱 两 端 为 止 ,此 间 的 所 有 因 犯 都 必须 给 一 枚 金币 


释放 
=E 个 两 端 


i \ 
SHEHE. š HHH 


N 都 必须 给 Z 
一 枚 金币 


释放 后 给 金币 的 例子 


现在 要 释放 al qz, …, ao 号 牢房 里 的 Q 名 因 犯 ， 释 放 的 顺序 还 没 确定 。 如 果 选 择 所 需 金币 数 
量 尽 量 少 的 顺序 释放 ， 最 少 需要 多 少 枚 金币 ? 


ARER 

e 1 < N < 100 
(Q< P 

Small 

s 1 =< P =< 100 
° 1 <O<5 
Large 

e 1 < P < 10000 
e 1 < Q < 100 





输出 





输出 
35 (按照 牢房 14、 牢 房 6、 牢 房 3 的 顺序 释放 ， 则 需要 19 + 12 + 4 即 35 枚 金币 ， 是 最 少 的 ) 
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这 道 题 的 关键 是 , 释放 了 某 个 内 犯 之 后 , 就 把 连续 的 牢房 分 成 了 两 段 , 此 后 这 两 段 就 相互 独立 了 。 


ya i i 


释放 后 分 成 两 部 分 的 情况 
释放 上 图 中 六 里 的 因 犯 时 


m 此 时 所 需 的 金币 数量 
m 释放 左 侧 部 分 ((D ) 所 需 的 金币 总 数 
s 释放 右 侧 部 分 (D) 所 需 的 金币 总 数 


这 三 者 的 总 和 就 是 所 需 的 金币 总 数 。 只 要 不 断 弟 归 地 枚 举 最 初 释放 的 因 犯 并 计算 对 应 的 金币 总 
数 ， 就 能 求 出 答案 了 。 


这 里 , 递归 计算 过 程 中 作为 计算 对 象 的 连续 部 分 ， 其 两 端 是 空 牢房 或 监狱 两 端 。 因此， 作为 计算 
对 象 的 连续 部 分 一 共有 O(O”) 个 。 所 以 利用 动态 规划 按 顺序 计算 ,就 能 够 在 O(O ) 时 间 内 求解 。 


// 输入 
int P, Q, A[MAX_Q + 2]; // A 中 保存 输入 数据 ， 下 标 从 1 开始 


// dp[i][j] := Ali, jM HAm" 
int dp[MAX_Q + 1] [MAX Q + 2]; 


void solve() ( 
// 为 了 处 理 方便 将 两 端 加 入 A 中 
A[0] = 0; 
A[Q + 1] = P + 1; 


// 初始 化 

for (int q = 0; q <= Q; q++) { 
dp[q][q + 1] = 0; 

) 


// 从 短 的 区 间 开 始 填充 dp 
for (int w = 2; w <= Q + 1; Ww++) { 
for (int £ s Ü; 3 * w <= Q $ I itt) f 
// 计算 ap[i] [j] 
intj ë 4 tw £ = INT MAX; 


(D dpfil0j] 表 示 的 是 ， 将 从 Ai 号 因 犯 到 A[j] 号 囚犯 ( 不 含 两 端的 办 犯 ) 的 连续 部 分 里 的 所 有 囚犯 都 释放 时 ,所 需 的 最 少 金 
币 总 数 。 
@ 为 了 更 方便 地 处 理 两 端的 情况 ， 我 们 把 左 端 当成 0 号 囚犯， 右 端 当成 Q+1 号 囚犯 。 这 样 ，dp[0][Q+1] 就 是 答案 。 
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/1/ 枚 举 最 初 释放 的 囚犯 ,计算 最 小 的 费用 
för (int k = š + L; kaje k++) { 

t = min(t, dp[i][k] + dp[k] [j]); 
) 


// 最 初 的 释放 还 需要 与 所 释放 因 犯 无 关 的 R[Ij]-Rri]-2 枚 金币 
dp[i][j] = t + ALj] - Ali] ~ 2; 
) 
) 


printf("%d\n", dp[0][Q + 1]); 
j; 





2.7.4 Millionaire 


Millionaire ( 2008 APAC local onsites C ) 


WBRA BART B PA3SCT Bi Fat. FHRA x 元 钱 ， 接 着 进 M 轮 赌博 。 每 
一 轮 ， 可 以 将 所 持 的 任意 一 部 分 钱 作为 赌注 。 赌 注 不 光 可 以 是 整数 ， 也 可 以 是 小 数 。 一 分 钱 
不 押 或 全 押 都 没有 关系 。 每 一 轮 都 有 已 的 概率 可 以 赢 , 赢 了 赌注 就 会 翻 倍 , 输 了 赌注 就 没 了 。 
如 果 你 最 后 持 有 1000000 元 以 上 的 钱 的 话 ， 就 可 以 把 这 些 钱 带 回 家 。 请 计算 当 你 采取 最 优 策 
略 时 ， 获 得 1000000 元 以 上 的 钱 并 带 回 家 的 概率 。 


ARERI 

sS P < LÜ 

e 1 < X < 1000000 
Small 

el < M<5 

Large 
el<M=15 





M=1,P= 0.5, X= 500000 


输出 
0.500000 (一 开始 便 全 押 ) 
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< 


输入 


M = 3, P = 0.75, X = 600000 


输出 


0.843750 





1. 该 问题 的 难点 


“连续 性 ”是 这 个 问题 的 一 大 特点 。 每 一 轮 可 押 的 赌注 不 一 定 非 是 整数 ， 因 而 有 无 限 种 可 能 ， 所 
以 完全 无 法 穷竭 搜索 。 


2. 化 连续 为 离散 


但 是 ， 认 真 思考 一 下 就 会 发 现 ， 我 们 只 需要 检查 “无 限 种 可 能 ”中 的 “有 限 种 可 能 ”就 足够 了 ， 
因而 可 以 设计 对 应 的 算法 。 首 先 来 思考 一 下 最 后 一 轮 会 出 现 哪些 情况 。 


m 如 果 你 持 有 1000000 元 以 上 的 钱 ， 就 没有 再 赌 的 必要 了 。 有 1 的 概率 可 以 带 钱 回 家 。 

m 如 果 你 持 有 500000 元 以 上 的 钱 ,不妨 全 押 了 。 有 的 概率 可 以 带 钱 回 家 。 虽 然 不 全 押 也 是 可 以 
的 ， 不 过 因为 要 求 要 达到 1000000 元 ， 所 以 不 论 怎样 都 是 这 轮 赢 了 就 能 带 钱 回 家 ， 输 了 就 不 能 
带 钱 回 家 。 

m 如 果 你 持 有 不 到 500000 元 的 钱 ， 那 已 经 无 可 奈何 了 。 有 0 的 概率 可 以 带 钱 回 家 。 





$0 $500000 $1000000 


最 后 一 轮 带 钱 回 家 的 概率 


虽然 赌注 是 连续 的 ( 有 无 限 种 可 能 )， 但 实际 的 概率 是 像 上 面 这 样 的 阶梯 函数 。 因 此 ， 只 需 考虑 
处 于 这 三 个 范围 中 的 哪 一 个 就 可 以 了 。 


那么 ， 最 后 两 轮 时 又 如 何 呢 ? 同样 地 ， 这 次 也 分 为 5 种 情况 。 
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概率 





$0 $250000 $500000 $750000 $1000000 


最 后 两 轮 带 钱 回 家 的 概率 


某 个 范围 中 ， 即 使 所 持 的 钱 数 不 同 ， 最 后 可 以 带 钱 回 家 的 概率 也 是 完全 一 样 的 。 而 且 同 样 地 ，M 
轮 时 只 要 考虑 2“+1 种 情况 就 足够 了 。 这 样 ， 就 可 以 设计 出 穷竭 搜索 的 算法 了 。 


3. 动态 规划 
接 下 来 ， 将 穷竭 搜索 改 成 动态 规划 ， 就 能 够 求解 Large 了 。 


// 输入 
int M, X; 
double P; 


double dp[2][(1 << MAX_M) + 1]; 


void solve() ( 
Yt p = f << N; 


double *prv = dp[0], *nxt = dp[1]; 
memset (prv, 0, sizeof (double) * (n + 1)); 
prv[n] = 1.0; 
for (int r = 0; r < M; r++) í 
for (int i = 0; i <= ú; i++) í 
ioe Tub = minti, w = 252 
double t = 0. 
fog (int J = J <= Jaby J**) + 
t = max(t, P * prv[i + J] + (1 — P) * pxv[i = jl}; 
) 
nxt[i] = t; 
) 
swap(prv, nxt); 
) 


inte 3 = 人 区 * m Z 1000000; 
printtf (lS GE Vn IE 
} 








2.1 最 基础 的 “穷竭 搜索 ” 
ú 深度 优先 搜索 

POJ 1979: Red and Black 

AOJ 0118: Property Distribution 
AOJ 0033: Ball 

POJ 3009: Curling 2.0 

ú 广度 优先 搜索 

AOJ 0558: Cheese 

POJ 3669: Meteor Shower 

AO] 0121: Seven Puzzle 

ú 穷竭 搜索 

POJ 2718: Smallest Difference 
POJ 3187: Backward Digit Sums 
POJ 3050: Hopscotch 

AOJ 0525: Osenbei 

22 一 往 直 前 ! 贪心 法 
m 区 间 

POJ 2376: Cleaning Shifts 

POJ 1328: Radar Installation 
POJ 3190: Stall Reservations 

ú 其 他 

POJ 2393: Yogurt factory 

POJ 1017: Packets 

POJ 3040: Allowance 

POJ 1862: Stripies 

POJ 3262: Protecting the Flowers 
23 ”记录 结果 再 利用 的 “动态 规划 ” 
ú 基础 的 动态 规划 算法 

POJ 3176: Cow Bowling 

POJ 2229: Sumsets 

POJ 2385: Apple Catching 

POJ 3616: Milking Time 

POJ 3280: Cheapest Palindrome 
m 优化 递 推 关系 式 

POJ 1742: Coins 

POJ 3046: Ant Counting 

POJ 3181: Dollar Dayz 

m 需 稍 加 思考 的 题目 

POJ 1065: Wooden Sticks 








练 3 题 


POJ 1631: Bridging signals 
POJ 3666: Making the Grade 
POJ 2392: Space Elevator 
POJ 2184: Cow Exhibition 


24 加 工 并 存储 数据 的 数据 结构 
ú 优先 队列 

POJ 3614: Sunscreen 

POJ 2010: Moo University - Financial Aid 
m 并 查 集 

POJ 2236: Wireless Network 

POJ 1703: Find them, Catch them 
AO] 2170: Marked Ancestor 

25 它们 其 实 都 是 “图 ” 
mú 最 短路 

AOJ 0189: Convenient Location 
POJ 2139: Six Degrees of Cowvin Bacon 
POJ 3259: Wormholes 

POJ 3268: Silver Cow Party 

AOJ 2249: Road Construction 
AOJ 2200: Mr. Rito Post Office 

m 最 小 生成 树 

POJ 1258: Agri-Net 

POJ 2377: Bad Cowtractors 

AOJ 2224: Save your cat 

POJ 2395: Out of Hay 

26 ”数学 问题 的 解 题 窍门 
ú 驾 转 相 除 法 

AOJ 0005: GCD and LCM 

POJ 2429: GCD & LCM Inverse 
POJ 1930: Dead Fraction 

= 素数 

AOJ 0009: Prime Number 

POJ 3126: Prime Path 

POJ 3421: X-factor Chains 

POJ 3292: Semi-prime H-numbers 


ú RRRA 


POJ 3641: Pseudoprime numbers 
POJ 1995: Raising Modulo Numbers 
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3.1 不光 是 查找 值 !“ 二 分 搜索 " 


sseeseeseeseesessssesesssssesesessesseessssseessssesssesessesosesssessesesseessesesesseseseseeeseeeseeeseeese 


咱 二 分 搜索 法 ， 是 通过 不 断 缩 小 解 可 能 存在 的 范围 ， 从 而 求 得 问题 最 优 解 的 方法 。 在 程序 设计 竞 
赛 中 ,经 常 可 以 见 到 二 分 搜索 法 和 其 他 算法 结合 的 题目 。 接 下 来 ,给 大 家 介绍 几 种 经 典 的 二 分 搜 
索 法 的 问题 。 


3.1.1 从 有 序数 组 中 查找 某 个 值 


lower_bound 


给 定 长 度 为 n 的 单调 不 下 降 数 列 q0…a,_1 和 一 个 数 k， 求 满足 akk m 05 i 不 存在 
的 情况 下 输出 n. 


ARERI 
。1<n<10° 
|° 0<a<as…<a,<10 
| 0<k=<10° 





Foy 
" W HM 
~ 
N 
UI 
w 
m= 
CO 
— 





输出 


证 全 -下 让 下风 








当然 ,如果 朴素 地 按照 顺序 逐个 查找 的 话 , 也 可 以 求 得 答案 。 但 是 如 果 利 用 数列 的 有 序 性 这 一 条 
件 , 则 可 以 得 到 更 高 效 的 算法 。 首 先 我 们 来 看 一 下 第 ww2 个 值 。 如 果 a[zw2]=j 的 话 ， 就 可 以 知道 解 
不 大 于 n/2。 反 之 ， 如 果 a[n/2]<k， 就 可 以 知道 解 大 于 n/2。 通 过 这 样 的 一 次 比较 ,可 以 把 解 的 范围 
缩小 一 半 。 反复 与 区 间 的 中 点 进行 比较 , 就 可 以 不 断 把 解 的 范围 缩小 到 原来 的 一 半 , 最 终 在 O(log 
nn) 次 的 比较 之 内 求 得 最 终 的 解 。 
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解 的 范围 的 变化 





// 输入 
Tnt Oh. W; 
int a[MAX_N]; 


void solve() ( 
// 初始 化 解 的 存在 范围 
int 1b = -1, ub = n; 


// 重复 循环 ， 直 到 解 的 存在 范围 不 大 于 1 
while (ub - 1b > 1) ( 
int mid = (lb + ub) / 2; 
26 (almid] >= k} í 
// 如 果 mid 满 足 条 件 ， 则 解 的 存在 范围 变 为 (1b，midl] 
ub = mid; 
else ( 
// 如 果 mid 不 满足 条 件 ， 则 解 的 存在 范围 变 为 (mid, ub] 
lb = mid; 
) 
) 


~ 


ji R Wb. £ % = ub 
printf("%d\n", ub); 
) 


这 种 算法 被 称 为 二 分 搜索 。 此 外 ，STL 以 lower bound 函数 的 形式 实现 了 二 分 搜索 。 这 个 算法 除了 
在 上 例 中 提 到 的 在 有 序数 列 查找 值 之 外 ， 在 求 最 优 解 的 问题 上 也 非常 的 有 用 。 让 我 们 考虑 一 下 
“ 求 满足 某 个 条 件 C(x) 的 最 小 的 x” 这 一 问题 。 对 于 任意 满足 C(x) 的 x， 如 果 所 有 的 x' 三 x 也 满足 C(x') 
的 话 ， 我 们 就 可 以 用 二 分 搜索 来 求 得 最 小 的 x。 首 先 我 们 将 区 间 的 左 端点 初始 化 为 不 满足 C(x) 的 
值 ， 右 端点 初始 化 为 满足 C(x) 的 值 。 然 后 每 次 取 中 点 mid=(1btub)/2， 判 断 C(mid) 是 否 满足 并 缩小 
范围 ， 直 到 (1b,wb] 足 够 小 了 为 止 。 最 后 ub 就 是 要 求 的 最 小 值 。 最 大 化 的 问题 也 可 以 用 同样 的 方法 
求解 。 
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3.1.2 ”假定 一 个 解 并 判断 是 否 可 行 


Cable master (POJ No. 1064) 


及 条 绳子 ， 它 们 的 长 度 分 别 为 Lo RATNE KAKERA i, ik K 
条 绳子 每 条 最 长 能 有 多 长 ? 答案 保留 到 小 数 点 后 2 位 


! 限制 条 件 

。1<N<10000 
e 1<K<10000 
。1<L<100000 





N=4 
K = 11 
bum 18.02, 949, W.SQ, 5.551) 


输出 
2.00 (每 条 绳子 分 别 可 以 得 到 4 条 、3 条 、2 条 、2 条 ， 共 计 11 条 绳子 ) 





这 个 问题 用 二 分 搜索 可 以 非常 容易 地 求 得 答案 。 让 我 们 套用 二 分 搜索 的 模型 试 着 解决 这 个 问 


题 ， 令 
条 件 C(x):= 可 以 得 到 K 条 长 度 为 x 的 绳子 


则 问题 变 成 了 求 满足 C(x) 条 件 的 最 大 的 x。 在 区 间 初 始 化 时 ， 只 需 使 用 充分 大 的 数 INF(>MAX1) 作 
为 上 界 即 可 : 


Ib=0 
ub=INF 


现在 的 问题 是 是 否 可 以 高 效 地 判断 C(x)。 由 于 长 度 为 L 的 绳子 最 多 可 以 切 出 floor(Li / x) 段 长 度 为 x 
绳子 ， 因 此 


C(x)=(floor(L/x) 的 总 和 是 否 大 于 或 等 于 K) 
它 可 以 在 O(N) 的 时 间 内 被 判断 出 来 。 
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只 能 切 出 6 段 ， 所 以 解 比 3.00 小 





// 输入 
5 
double L[MAX_N]; 


// 判断 是 否 满足 条 件 
bool C(double x) ( 
int num = 0; 
for (int i = 0; š < Nr; i++) { 
num += (int) (L[i] / x); 
} 
return num >= K; 


) 


void solve() ( 
// 初始 化 解 的 范围 
double 1b = 0, ub = INF; 


// 重复 循环 ， 直 到 解 的 范围 足够 小 

för (iñe i = 0; i < 1007 ++) { 
double mid = (lb + ub) / 2; 
if (C(mid)) lb = mid; 
else ub = mid; 


) 


DPErintf("%$.2fvov,. flöor(üb * 100) / 100); 
) 





像 这 样 ， 如 果 在 求解 最 大 化 或 最 小 化 问题 中 , 能够 比较 简单 地 判断 条 件 是 否 满足 , 那么 使 用 二 分 
搜索 法 就 可 以 很 好 地 解决 问题 。 


专栏 ”二 分 搜索 法 的 结束 判定 

在 输出 小 数 的 问题 中 ， 一 般 都 会 指定 允许 的 误差 范围 或 者 是 指定 输出 中 小 数 点 后 面 的 位 数 
因此 在 使 用 二 分 搜索 法 时 , 有 必要 设置 合理 的 结束 条 件 来 满足 精度 的 要 求 。 在 上 面 的 程序 中 ， 
我 们 指定 了 循环 次 数 作为 终止 条 件 。1 次 循环 可 以 把 区 间 的 范围 缩小 一 半 ，100 次 的 循环 则 
可 以 达到 1029 的 精度 范围 ， 基 本 上 是 没有 问题 的 。 除 此 之 外 ， 也 可 以 把 终止 条 件 设 为 像 
(ub-1b)>EPS 这 样 ， 指 定 一 个 区 间 的 大 小 。 在 这 种 情况 下 ， 如 果 EPS 取得 太 小 了 ， 就 有 可 能 
会 因为 浮 点 小 数 精度 的 原因 导致 陷入 死 循环 ， 请 千 万 小 心 
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3.1.3 ”最 大 化 最 小 值 


Aggressive cows (POJ No.2456) 


农夫 约翰 搭 了 一 间 及 间 牛 使 的 小 屋 。 牛 舍 排 在 一 条 线 上 ， 第 i 号 牛 使 在 x 的 位 置 。 但 是 他 
的 M 头 牛 对 小 屋 很 不 满意 ， 因 此 经 常 互相 攻击 。 约 翰 为 了 防止 牛 之 间 互 相 伤害 ， 因 此 决定 
把 每 头 牛 都 放 在 离 其 他 牛 尽 可 能 远 的 牛 合 。 也 就 是 要 最 大 化 最 近 的 两 头 牛 之 间 的 距离 。 


ARAZI 

e 2< N< 100000 
e 2SMSN 

。 0<x;<10? 








输出 
3 (在 位 置 1，4，9 的 牛 使 中 放 入 三 头 牛 ) 








类 似 的 最 大 化 最 小 值 或 者 最 小 化 最 大 值 的 问题 ， 通 常用 二 分 搜索 法 就 可 以 很 好 地 解决 。 我 们 
定义 
C(q):= 可 以 安排 牛 的 位 置 使 得 最 近 的 两 头 牛 的 距离 不 小 于 d 


那么 问题 就 变 成 了 求 满足 C(q) 的 最 大 的 d。 男 外 ,最近 的 间距 不 小 于 4 也 可 以 说 成 是 所 有 牛 的 间距 
都 不 小 于 4， 因 此 就 有 


C(q)= 可 以 安排 牛 的 位 置 使 得 任意 的 牛 的 间距 都 不 小 于 d 
这 个 问题 的 判断 使 用 贪心 法 便 可 非常 容易 地 求解 。 


mn 对 牛 合 的 位 置 x 进行 排序 
m 把 第 一 头 牛 放 入 xo 的 牛 合 
m 如 果 第 i 头 牛 放 入 了 % 的 话 ， 第 计 1 头 牛 就 要 放 入 满足 x+d<x 的 最 小 的 x 中 


对 x 的 排序 只 需 在 最 开始 时 进行 一 次 就 可 以 了 ， 每 一 次 判断 对 每 头 牛 最 多 进行 一 次 处 理 ， 因 此 复 
杂 度 是 O(N)。 
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// 输入 
int N, M; 
int x[MAX_N]; 


// 判断 是 否 满足 条 件 
bool C(int d) ( 
int last = O; 
for (int 3 = 13 1 < W; itt) { 
int crt = last ds 
while (crt < N && x[crt] - x[last] < d) { 
Crt++; 


} 
if (crt == N) return false; 
last = crt; 

) 


return tUrue; 


) 


void solve() ( 
// 最 开始 时 对 x 数 组 排序 


sort(x, x + N); 


// 初始 化 解 的 存在 范围 
int lb = 0, ub = INF; 


while (ub - 1b > 1) { 
int mid = (1b + ub) / 2; 
if (C(mid)) lb = mid; 


else ub = mid; 


) 


printf" San TB); 


3.1.4 最 大 化 平均 值 


最 大 化 平均 值 
有 nn 个 物品 的 重量 和 价值 分 别 是 Wi 和 vi。 从 中 选 出 个 物品 使 得 单位 重量 的 价值 最 大 。 
ARERI 


e 1<k<n=10% 


6 
. 1 <wi;, v;< 10 
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k = 2 
(w, v) = {(2, 2), (5, 3), (2, 1)} 


输出 
0.75 (如 果 选 0 号 和 2 号 物品 ， 平 均 价 值 是 (2+1)/(2+2)=0.75 ) 


一 般 最 先 想 到 的 方法 可 能 是 把 物品 按照 单位 价值 进行 排序 , 从 大 到 小 贪心 地 进行 选取 。 但 是 这 个 
方法 对 于 样 例 输入 得 到 的 结果 是 5/7=0.714。 所 以 这 个 方法 是 不 可 行 的 。 那 么 应 该 如 何 求 解 呢 ? 
实际 上 ， 对 于 这 个 问题 使 用 二 分 搜索 法 可 以 很 好 地 解决 。 我 们 定义 

条 件 C(x):= 可 以 选择 使 得 单位 重量 的 价值 不 小 于 x 
因此 , 原 问题 就 谈 成 了 求 满足 C(x) 的 最 大 的 x。 那么 怎么 判断 C(x) 是 否 可 行 呢 ?假设 我 们 选 了 某 个 
物品 的 集合 S$， 那么 它们 的 单位 重量 的 价值 是 


712 w 


ieS ieS 


因此 就 变 成 了 判断 是 否 存在 8 满足 下 面 的 条 件 
Sy 1》 w, >x 


把 这 个 不 等 式 进行 变形 就 得 到 
Zo —xxw,)= 0 


因此 ， 可 以 对 (w — xxw) 的 值 进行 排序 贪心 地 进行 选取 。 因 此 就 变 成 了 


C(x)=((v, — xxw,) 从 大 到 小 排列 中 的 前 kK 个 的 和 不 小 于 0) 


每 次 判断 的 复杂 度 是 O(nlogn)。 
// 输入 
int n, k; 
int w[MAX_N], V[MAX_N]; 


double y[MAX_N]; // V - x * w 


// 判断 是 否 满足 条 件 
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bool C(double x) ( 
for (int i = 0; i < n; i++*) í 
yli 2 Vi = X * wil 
} 
SOFE OY, 3 Ë ahe 


// 计算 y 数 组 中 从 大 到 小 前 k 个 数 的 和 

double sum = 0; 

for (int i = 0; i < k; i++) { 
sum += y[n - i - 1]; 


) 


return sum >= 0; 


) 


void solve() ( 
double 1b = 0, 
for (int i = 0; í < 12007 i++) { 
double mid = (lb + ub) / 2; 
if (C(mid)) lb = mid; 
else ub = mid; 


} 


ub = INF; 


Printf("%.2£Na", ub); 
} 
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eseeesesesessseesseseseesseesssesesessesessssssssssssessesseesessessssssssseesessessseseeseeseeeseseee 


3.2 常用 技巧 精 选 (一 ) 


seeseseseeesesseeseseesessesessessesseseeeseesesesesesseseseesseeeeeseeeeeeseesseseeseseseessseseeseeeseeseseseee 


在 此 我 们 介绍 一 些 程 序 设计 竞赛 中 的 常用 技巧 。" 


3.2.1 RWE 


Subsequence (POJ No.3061) 


给 定 长 度 为 n 的 数列 整数 qo,ql…,an1 以 及 整数 5S, 求 出 总 和 不 小 于 S 的 连续 子 序列 的 长 度 的 
最 小 值 。 如 果 解 不 存在 ， 则 输出 0。 


ARERI 


e 10<n< 10° 
* 0 <a, < 10° 
$ S< 105 














n = 10 

S = 15 

a = y lr Sy 5, TD; o k 97 2y S) 
输出 

2 (5+10) 

输入 

n=5 





@ 本 节 所 涉及 的 多 种 技巧 ， 其 应 用 范围 都 比 这 里 所 介绍 的 模型 要 广 得 多 ,注意 蕴含 在 技巧 内 的 算法 思想 。 许 多 看 似 非常 
复杂 困难 的 问题 ， 其 问题 关键 都 可 以 运用 这 里 看 似 简单 的 技巧 处 理 。 一 一 译 者 注 

@ 这 里 直接 使 用 了 日 文 原 文 的 汉字 ， 尺 取 法 通常 是 指 对 数组 保存 一 对 下 标 (起 点 、 终 点 )， 然 后 根据 实际 情况 交替 推进 
两 个 端点 直到 得 出 答案 的 方法 ， 这 种 操作 很 像 是 尺 晓 〈 日 文中 称 为 尺 取 虫 ) 假 行 的 方式 故 得 名 。 一 一 译 者 注 
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s=11 
a = (1, 2, 3, 4, 5) 
输出 
3 (3+4+5) 


由 于 所 有 的 元 素 都 大 于 零 ， 如 果子 序列 [s, 1 满足 &s+…+a-i 三 898， 那么 对 于 任何 的 kt 一 定 有 as+… 
+ar_1 宇 S$。 此 外 对 于 区 间 [s,?) 上 的 总 和 来 说 如 果 今 


sum(i)=aotait*…*+aj 1 
那么 
astas +" "+a; 1=sum(t)—sum(s) 


因此 预先 以 O(n) 的 时 间 计算 好 sum 的 话 ， 就 可 以 以 O(1) 的 时 间 计 算 区 间 上 的 总 和 。 这 样 一 来 ， 子 
序列 的 起 点 s 确 定 以 后 ， 便 可 以 用 二 分 搜索 快速 地 确定 使 序列 和 不 小 于 5 的 结尾 :的 最 小 值 。 

// 输入 

int ny -Ss 

int a[MAX_N]; 


int sum[MAX_N + 1]; 


void solve() { 


// 计算 sum 
for (int i = 0; 3 < n; i++) { 
sum[i + 1] = sum[i] + a[i]; 


) 


if (sum[n] < S) ( 
// 解 不 存在 
printf yn"); 
return; 


) 


int res = n; 

for (int s = 0; sum[s] + S <= sum[n]; s++) ( 
// 利用 二 分 搜索 求 出 t 
int t = lower bound(sum + s, sum + n, sum[s] + S) - sum; 
res = min(res, t - s); 


) 


printf("%d\n", res); 
} 


这 个 算法 的 复杂 度 是 O(nlogn)， 虽然 足以 解决 这 个 问题 但 我 们 还 可 以 更 加 高 效 地 求解 。 我 们 设 
以 ws 开始 总 和 最 初 大 于 s 时 的 连续 子 序列 为 w+…+ar-i， 这 时 


148 ”第 3 章 出 类 拔 革 一 一 中 级 篇 
Qs+I 十 … 十 Qt-2<Qs 十 … +a,-><S 


所 以 从 asi! 开 始 总 和 最 初 超过 S$ 的 连续 子 序列 如 果 是 asw+…+ar_1 的 话 ， 则 必然 有 t+。 利用 这 一 性 
质 便 可 以 设计 出 如 下 算法 : 


(1) 以 s=1= sum = 0 初始化 。 

(2) 只 要 依然 有 sum<S， 就 不 断 将 sum 增加 w， 并 将 t 增 加 1。 

(3) 如 果 (2) 中 无 法 满足 sum 三 8 则 终止 。 否 则 的 话 ， 更 新 res = min(res, ft-s)。 
(4) 将 sum 减 去 a,，s 增 加 1 然后 回 到 (2)。 


对 于 这 个 算法 ， 因 为 最 多 变化 n 次 ， 因 此 只 需 O(n) 的 复杂 度 就 可 以 求解 这 个 问题 了 。 





void solve() { 
int res = n + 1; 
int s = 0, t = 0; Sum = 0; 
EOE Fa. E 
while (t < n && sum < S) { 
sum += a[t++]; 
} 
if (sum < S) break; 
res = min(res, t - s); 
sum -= a[s++]; 


) 


if (res > nm) ( 
// 解 不 存在 
res = 0; 
} 
printf("%d\n", res); 


Eos 7 | a o 2 [| 
|s aos] 741121: 





样 例 数据 1 对 应 的 区 间 的 变化 
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像 这 样 反复 地 推进 区 间 的 开头 和 末尾 ， 来 求 取 满 足 条 件 的 最 小 区 间 的 方法 被 称 为 尺 取 法 。 


Jessica's Reading Problem (POJ No.3320) 


为 了 准备 考试 ，Jessica 开始 读 一 本 很 厚 的 课本 。 要 想 通 过 考试 ， 必 须 把 课本 中 所 有 的 知识 点 
都 掌握 。 这 本 书 总 共有 也 页， 第 i 页 恰好 有 一 个 知识 点 a, (每 个 知识 点 都 有 一 个 整数 编号 )。 
全 书 中 同一 个 知识 点 可 能 会 被 多 次 提 到 ,所 以 她 希望 通过 阅读 其 中 连续 的 一 些 页 把 所 有 的 知 
识 点 都 覆盖 到 。 给 定 每 页 写 到 的 知识 点 ， 请 求 出 要 阅读 的 最 少 页 数 。 


ARERI 


° 1 < P < 106 





fl, B; Br 8, 1} 


输出 
2 (只 要 阅读 第 1 页 和 第 2 页 即 可 ) 


我 们 假设 从 某 一 页 s 开 始 阅读 , 为 了 获 盖 所 有 的 知识 点 需要 阅读 到 t 这 样 的 话 可 以 知道 如 果 从 s+1 
开始 阅读 的 话 ， 那 么 必须 阅读 到 7 三 /页 为 止 。 由 此 这 题 也 可 以 使 用 尺 取 法 。 


在 某 个 区 间 [s,t] 已 经 覆盖 了 所 有 的 知识 点 的 情况 下 ， 下 一 个 区 间 [s+1,1](1' 宇 要 如 何 求 出 呢 ? 
所 有 的 知识 点 都 被 覆盖 仿 每 个 知识 点 出 现 的 次 数 都 不 小 于 1 


由 以 上 的 等 价 关 系 ， 我 们 可 以 用 二 叉 树 等 数据 结构 来 存储 [s,d] 区 间 上 每 个 知识 点 的 出 现 次 数 ， 这 
样 把 最 开头 的 页 s 去 除 后 便 可 以 判断 [s+1,d] 是 否 满足 条 件 。 


从 区 间 的 最 开头 把 * 取 出 之 后 ， 页 s 上 书写 的 知识 点 的 出 现 次 数 就 要 减 一 ， 如 果 此 时 这 个 知识 点 的 
出 现 次 数 为 0 了 ,在 同一 个 知识 点 再 次 出 现 前 ， 不 停 将 区 间 末 尾 ! 向 后 推进 即 可 。 每 次 在 区 间 末 尾 
追加 页 时 将 页 上 的 知识 点 的 出 现 次 数 加 1, 这 样 就 完成 了 下 一 个 区 间 上 各 个 知识 点 出 现 次 数 的 更 
新 ， 通过 重复 这 一 操作 可 以 以 O(PlogP) 的 复杂 度 求 出 最 小 的 区 间 。 

// 输入 


int. Pè 
int a[MAX_P]; 





void solve() { 


// 计算 全 部 知识 点 的 总 数 
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set<int> all; 

for (izt i = O; i < P; i++) Í 
all.insert(a[i]); 

) 


int n = all.size(); 


// 利用 尺 取 法 来 求解 

int s = 0; t = 0, nùn = 0; 

map<int, int> count; // 知识 点 一 出 现 次 数 的 映射 
int res = P; 


Eor (ph f 
while (t < P && num < n) { 
if (count[a[t++]]++ == 0) { 
// 出 现 新 的 知识 点 
num++; 
) 


) 

if (num < n) break; 

res = min(res, t - s); 

if (--count[a[s++]] == 0) ( 
// 某 个 知识 点 的 出 现 次 数 为 0 了 
num--; 

) 

$ 


printf ("%d\n", res); 
} 


3.2.2 反 转 (开关 问题 ) 


Face The Right Way (POJ No. 3276) 


N 头 牛排 成 了 一 列 。 每 头 牛 或 者 向 前 或 者 向 后 。 为 了 让 所 有 的 牛 都 面向 前 方 ， 农 夫 约 翰 买 了 
一 台 自 动 转向 的 机 器 。 这 个 机 器 在 购买 时 就 必须 设 定 一 个 数值 玉 ， 机 器 每 操作 一 次 恰好 使 天 
头 连续 的 牛 转向 。 请 求 出 为 了 让 所 有 的 牛 都 能 面向 前 方 需要 的 最 少 的 操作 次 数 M 和 对 应 的 
最 小 的 Ks 


ARER 
e 1< N< 5000 


输入 


N = 7 
BBFBFBB (F: 面向 前 方 ，B: 面向 后 方 ) 
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输出 


" H 


K = 3 
M= 3 
( 先 反 转 1~3 号 的 三 头 牛 ， 然 后 再 反 转 3~5 号 ， 最 后 反 转 5~7 号 ) 





K=3 时 的 解法 


首先 我 们 来 看 看 对 于 一 个 特定 的 K 如 何 求 出 让 所 有 的 牛 面 朝 前 方 的 最 小 操作 次 数 。 如 果 把 牛 的 方 
向 作为 状态 进行 搜索 的 话 ， 由 于 状态 数 有 2^ 个 ， 是 无 法 在 时 限 内 找 出 答案 的 。 那么 不 搜索 的 话 要 
怎么 办 呢 ? 


首先 ， 交 换 区 间 反 转 的 顺序 对 结果 是 没有 影响 的 。 此 外 ， 可 以 知道 对 同一 个 区 间 进 行 两 次 以 上 
的 反 转 是 多 余 的 。 由 此 ， 问 题 就 转化 成 了 求 需要 被 反 转 的 区 间 的 集合 。 于 是 我 们 先 考 虑 一 下 最 
左 端的 牛 。 包 含 这 头 牛 的 区 间 只 有 一 个 ， 因 此 如 果 这 头 牛 面 朝 前 方 ， 我 们 就 能 知道 这 个 区 间 不 
需要 反 转 。 


反之 ,如 果 这 头 牛 面 朝 后 方 ,对 应 的 区 间 就 必须 进行 反 转 了 。 而 且 在 此 之 后 这 个 最 左 的 区 间 就 再 
也 不 需要 考虑 了 。 这 样 一 来 ， 通 过 首先 考虑 最 左 端的 牛 ， 问 题 的 规模 就 缩小 了 1。 不 断 地 重复 下 
去 ， 就 可 以 无 需 搜 索 求 出 最 少 所 需 的 反 转 次 数 了 。 


此 外 , 通过 上 面 的 分 析 可 以 知道 , 忽略 掉 对 同一 个 区 间 重复 反 转 这 类 多 余 操 作 之 后 ， 只 要 存在 让 
所 有 的 牛 都 朝 前 的 方法 ， 那 么 操作 就 和 顺序 无 关 可 以 唯一 确定 了 。 


这 个 算法 的 复杂 度 又 如 何 呢 ? 首先 我 们 需要 对 所 有 的 K 都 求解 一 次 ， 对 于 每 个 K 我 们 都 要 从 最 左 
端 开始 来 考虑 N 头 牛 的 情况 。 此 时 最 坏 情况 下 需要 进行 N-K+1 次 的 反 转 操作 ， 而 每 次 操作 又 要 反 
BEKKE, 于 是 总 的 复杂 度 就 是 O(V)。 这 样 的 话 还 不 足以 在 时 限 内 解决 问题 。 但 是 区 间 反 转 的 部 
分 还 是 很 容易 进行 优化 的 。 


:= 区 间 [i, itK-1] 进 行 了 反 转 的 话 则 为 1， 否 则 为 0 
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D, EZEBE, MEY Jl 为 奇数 的 话 ， 则 这 头 牛 的 方向 与 起 始 方向 是 相反 的 ， 
否则 方向 不 变 。 由 于 


i i-l 


> f= > SUl fli- fli-K +1] 


i=(i+1)-K+ i=i-K+1 
XAR — KA AH RT EHEER, BRERETON), ERRAT 
// 输入 
int N; 


int dir[MAX_N]; // 牛 的 方向 (0:F，1:B) 
int f[MAX_N]; // 区 间 [i,i+K-1] 是 否 进行 反 转 
// 固定 K， 求 对 应 的 最 小 操作 回 数 


// 无 解 的 话 则 返回 -1 
int. caletint K) íf 


memset (f, 0, sizeof (f)); 
int res = 0; 
int sum = 0; // 王 的 和 


for (int i = O; i + K <= N; i++) { 
// 计算 区 间 [i,i+K-1] 
if ((dir[il + sum) $ 2 l= 0) 4 
// 前 端的 牛 面 朝 后 方 
res++; 
f[i] = 1; 
) 
sum += f[i]; 
if (i - K + 1 >= 0) ( 
sum -= f[i - K + 1]; 
) 
) 


// 检查 剩 下 的 牛 是 否 有 面 朝 后方 的 情况 
人 
if ((dir[i] + sum) % 2 != 0) ( 
// 无 解 
return -1; 
) 
if li - K + 1 >= 0) ( 
sum -= f[i - K + 1]; 
) 
) 


return res; 


) 


void solve() ( 
int K = 1, M = N; 
for (int k = 1; k <= N; ktt) { 
int m = calc(k); 
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if (m >= 0 && M > m) ( 
M = m; 
K = k; 
) 
) 
printf("%d %d\n", K, M); 
) 


Fliptile (POJ No.3279) ° 


农夫 约翰 知道 聪明 的 牛 产 奶 多 。 于 是 为 了 提高 牛 的 智商 他 准备 了 如 下 游戏 。 有 一 个 MXN 的 
格子 ， 每 个 格子 可 以 翻转 正 反面 ， 它 们 一 面 是 黑色 ， 另 一 面 是 白色 。 黑 色 的 格子 翻转 后 就 是 
白色 ,和 白色 的 格子 翻转 过 来 则 是 黑色 。 游戏 要 做 的 就 是 把 所 有 的 格子 都 翻转 成 白色 。 不 过 因 
为 牛 蹄 很 大 ， 所 以 每 次 翻转 一 个 格子 时 ,与 它 上 下 左右 相 邻 接 的 格子 也 会 被 翻转 。 因 为 翻 格 
子 太 麻烦 了 ,所 以 牛 都 想 通过 尽 可 能 少 的 次 数 把 所 有 格子 都 翻 成 白色 。 现 在 给 定 了 每 个 格子 
的 颜色 ,请求 出 用 最 小 步 数 完成 时 每 个 格子 翻转 的 次 数 。 最 小 步 数 的 解 有 多 个 时 ， 输 出 字典 
序 最 小 的 一 组 。 解 不 存在 的 话 ， 则 输出 IMPOSSIBLE。 


ARER 
e] < M,N < 15 





@PP b. O 
= O oO F 





0 O @ 
G Pe rPe oO 


O 这 道 题 的 模型 常 被 称 为 开关 问题 或 关 灯 问 题 ， 较 早 见 于 Extended Lights Out ( Greater New York 2002 ) 这 道 题 。 高 斯 消 
元 法 也 可 以 用 于 求解 一 组 可 行 解 ， 并 且 通过 这 些 分 析 可 以 知道 ， 自 由 变 元 的 个 数 不 会 超过 N 个 ， 所 以 也 可 以 用 于 求解 
最 优 解 。 一 一 译 者 注 
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解法 示意 


首先 ， 同 一 个 格子 翻转 两 次 的 话 就 会 恢复 原状 ， 所 以 多 次 翻转 是 多 余 的 。 此 外 ， 翻 转 的 格子 的 集 
合 相同 的 话 ， 其 次 序 是 无 关 紧 要 的 。 因 此 ， 总 共有 2 种 翻转 的 方法 。 不 过 这 个 解 空 间 太 大 了 ， 
我 们 需要 想 出 更 有 效 的 办 法 。 


让 我 们 再 回顾 一 下 前 面 的 问题 。 在 那 道 题 中 ， 让 最 左 端的 牛 反 转 的 方法 只 有 1 种 ， 于 是 用 直接 判 
断 的 方法 确定 就 可 以 了 。 同 样 的 方法 在 这 里 还 行 得 通 吗 ? 


不 妨 先 看 看 最 左上 和 角 的 格子 。 在 这 里 ， 除 了 翻转 (1,1) 之 外 ， 翻 转 (1,2) 和 (2,1) 也 可 以 把 这 个 格子 翻 
转 ， 所 以 像 之 前 那样 直接 确定 的 办 法 行 不 通 。 


于 是 不 妨 先 指定 好 最 上 面 一 行 的 翻转 方法 。 此 时 能 够 翻转 (1,1) 的 只 剩 下 (2,1) 了 ， 所 以 可 以 直接 判 
断 (2,1) 是 否 需要 翻转 。 类 似 地 (2,1)~(2,N) 都 能 这 样 判断 ， 如 此 反复 下 去 就 可 以 确定 所 有 格子 的 番 
转 方法 。 最 后 (MK1)~(MN) 如 果 并 非 全 为 白色 ， 就 意味 着 不 存在 可 行 的 操作 方法 。 


像 这 样 ， 先 确定 第 一 行 的 翻转 方式 , 然后 可 以 很 容易 判断 这 样 是 否 存 在 解 以 及 解 的 最 小 步 数 是 多 
少 , 这 样 将 第 一 行 的 所 有 翻转 方式 都 尝试 一 次 就 能 求 出 整个 问题 的 最 小 步 数 。 这 个 算法 中 最 上 面 
一 行 的 翻转 方式 共有 2^ 种 ， 复 杂 度 为 O(MN2”)。 


// 和 邻接 的 格子 的 坐标 
const int dx[5] = (-1L, 0, 0; 0, ly; 
const int dy[5] = (0, -1, 0, 1l, 05; 
// 输入 

int M, N; 

int tile[MAX_M] [MAX_N]; 


int opt[MAX_M] [MAX_N]; // 保存 最 优 解 
int flip[MAX_M] [MAX_N]; // 保存 中 间 结 果 


// 查询 (x,y) 的 颜色 
int getline RC ing y) í 
int & = tile[x] [7]; 
for (int Q = O; dx 5; d+#) { 
int x2 = x * adla], y2 = y + dyta]; 
if (0 <= x2 && x2 < M && 0 <= y2 && y2 < N) ( 
ë += flip[x2] [y2]; 
) 
) 
return c % 2; 


3.2 


) 


// 求 出 第 1 行 确定 情况 下 的 最 小 操作 次 数 
// 不 存在 解 的 话 返回 -1 
int catei) í 
// 求 出 从 第 2 行 开始 的 翻转 方法 
for (int i = 1; i < M; i++) { 
for (int 3 = 0} j < Ny jer) t 
if (get(i = 1, 3) t= 0) { 
// (i-1,j) 是 黑色 的 话 ， 则 必须 翻转 这 个 格子 
中 
} 
} 
} 


// 判断 最 后 一 行 是 否 全 和 白 
for Wie S03 s Nz; J4 + 
1E (gee (MN = T, 3) ü= 0) 4 
// 无 解 
return -1; 
) 
) 


// 统计 翻转 的 次 数 
int res = 0; 
Eor (int i = 
For (Snt j 
res += f 


0; i < M; i++) ( 
= 0; j < N; j++) ( 
liplil tjl; 
} 
$ 
return res; 


) 


void solve() ( 
int res = -1; 


// 按照 字典 序 尝试 第 一 行 的 所 有 可 能 性 
for (int i = 0; i < 1 << N; i++) { 
memset (flip, 0, sizeof (flip)); 
for (int j = 0; j < N; j++) ( 
flip[0] [N - j - 1] = i >> j & 1; 


) 
int num = calc(); 
if (num >= O && (res < 0 || res > num)) ( 
res = num; 
memcpy (opt, flip, sizeof(flip)); 
) 
) 
if (res < 0) { 
// 无 解 
printf ("IMPOSSIBLE\n"); 
} else { 


for (int i = 0; i < Mè i++) í 
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for Gut J= 0è J < N: Jæ). f 
printf ("$d%c", opt[i][j], j + 1 == N? 'Am' : ' '); 





前 面 的 代码 里 ， 为 了 尝试 第 一 行 的 所 有 可 能 性 ， 使 用 了 集合 的 整数 表现 。 在 程序 中 表示 集合 
的 方法 有 很 多 种 ， 当 元 素数 比较 少时 , 像 这 样 用 二 进 制 码 来 表示 比较 方便 。 集合 {0,1,…,n--1} 
的 子 集 5S 可 以 用 如 下 方式 编码 成 整数 。 

f(S)= X 2: 


ieS 


像 这 样 表示 之 后 ， 一 些 集合 运算 可 以 对 应 地 写成 如 下 方式 。 


MEE n 0 

g 只 含有 第 ; 企 元素 的 集合 { 介 3 ................................ igei 

s 含有 全 部 1 个 元 素 的 集合 {0,1，…7 一 1 seres (1<<n) -1 

m 判断 第 i 个 元 素 是 否 属于 集合 Se if (S>>i&1) 
区 62 Py h atyR SU) fils aa s|1<<i 

m AE PARAS IFAHASMiI: Qa... S&~(1<<i) 
i s|T 
YN S&T 


此 外 ， 想 要 将 集合 {0,1,…,n-1} 的 所 有 子 集 枚 举 出 来 的 话 ， 可 以 像 下 面 这 样 书写 


fór (int S = 0; S < 1 << ñ; S*+) 1 
// 对 子 集 的 处 理 
) 


按照 这 个 顺序 进行 循环 的 话 ,5 便 会 从 空 集 开始 , 然后 按照 {0}、{1}、{0,1}、…、{0,1,…,n-1} 
的 升序 顺序 枚 举 出 来 。 


， 接 下 来 介绍 一 下 如 何 枚 举 某 个 集合 sup 的 子 集 。 这 里 sup 是 一 个 二 进 制 码 ， 其 本 身 也 是 某 
个 集合 的 子 集 。 例 如 给 定 了 01101101 这 样 的 集合 , 要 将 01100000 或 者 00101101 等 子 集 枚 举 
出 来 。 前 面 是 从 0 开始 不 断 加 1 来 枚 举 出 了 全 部 的 子 集 。 此 时 ，sub+1 并 不 一 定 是 sup 的 

， 子 集 。 而 (sub+1)&sup 虽然 是 sup 的 子 集 ， 可 是 很 有 可 能 依旧 是 sub， 没 有 任何 改变 。 


所 以 我 们 要 反 过 来 , 从 sup 开始 每 次 减 1 直到 0 为止。 由 于 sub-1 并 不 一 定 是 sup tti, 
所 以 我 们 把 它 与 sup 进行 按 位 与 &。 这 样 的 话 就 可 以 将 sup 所 有 的 子 集 按照 降序 列举 出 来 。 
(sub-1)&sup 会 忽略 sup 中 的 0 而 从 sub PRE 1。 
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int sub = sup; 
do { 

// 对 子 集 的 处 理 

sub = (sub - 1) & sup; 

} while(sub != sup); // 处 理 完 0 之 后 , 会 有 -1l&sup=sup 


最 后 我 们 介绍 一 下 枚 举 {0,1,…,n-1} 所 包含 的 所 有 大 小 为 上 的 子 集 的 方法 。 通 过 使 用 位 运算 我 
们 可 以 像 如 下 代码 所 示 简 单 地 按照 字典 序 升序 地 枚 举 出 所 有 满足 条 件 的 二 进 制 码 。 
int comb = (1 << k) - 1; 
while (comb < 1 << n) [ 
// 这 里 进行 针对 组 合 的 处 理 
int x = Comb & -comb, y = comb + x; 
comb = ((comb & ~y) / x >> 1) | y; 
) 


按照 字典 序 的 话 ， 最 小 的 子 集 是 (1<<k) -1， 所 以 用 它 作为 初始 值 。 现 在 我 们 求 出 comb 其 
后 的 二 进 制 码 , 例 如 0101110 之 后 的 是 0110011,0111110 之 后 的 是 1001111。 下 面 是 求 出 comb 
下 一 个 二 进 制 码 的 方法 。 

(1) 求 出 最 低位 的 1 开始 的 连续 的 1 的 区 间 ( 0101110—0001110 ) 

(2) 将 这 一 区 间 全 部 变 为 0， 并 将 区 间 左 侧 的 那个 0 变 为 1 ( 0101110—0110000 ) 

(3) 将 第 (1) 步 里 取出 的 区 间 右 移 ， 直 到 剩 下 的 1 的 个 数 减少 了 1 个 ( 0001110—0000011 ) 
(4) 将 第 (2) 步 和 第 (3) 步 的 结果 按 位 取 或 ( 0110000|0000011=0110011 ) 


对 于 非 零 的 整数 ，x& (-x) 的 值 就 是 将 其 最 低位 的 1 独立 出 来 后 的 值 。 这 是 由 于 计算 机 中 负 
” 数 采用 二 进 制 补 码 表示 ，-x 实际 上 对 应 于 (~x)+1 (将 x 按 位 取 反 然后 加 上 1)。 


Sun s d HRH .的 二 进 制 . EA 
hiss zs d .15147 (Es Ns 0001 
A UU u ee TETE, RN 0010 
a wa i ua f t bi NO DEEE OS E EE, 0001 
i. EREE eg TOO 0100 
vpn ee ss 0001 
rs zase DUA; = 2222 = sz 2 232 Ossa A 2322223 0010 
7 0111 1001 0001 


将 最 低位 的 1 取出 后 ， 设 它 为 x。 那 么 通过 计算 y=comb+x， 就 将 comb 从 最 低位 的 1 开始 
的 连续 的 1 都 置 0 了 。 我 们 来 比较 一 下 ~y 和 comb。 在 comb 中 加 上 x 后 没有 变化 的 位 ， 在 
~y 中 全 都 取 相 反 的 值 。 而 最 低位 1 开始 的 连续 区 间 在 ~y 中 依然 是 1， 区 间 左 侧 的 那个 0 在 
~y 中 也 依然 是 0。 于 是 通过 计算 z=comb&~y 就 得 到 了 最 低位 1 开始 的 连续 区 间 。 比 如 如 果 
comb=0101110， 则 x=0000010, y=0110000, z=0001110., 


| 同时 ，y 也 恰好 是 第 2) 步 要 求 的 值 。 那 么 首先 将 z 不 断 右 移 ， 直 到 最 低位 为 1， 这 通过 计算 
z/x 即 可 完成 。 这 样 再 将 z/x 右 移 1 位 就 得 到 了 第 G3) 步 要 求 的 值 。 这 样 我 们 就 求 得 了 conb 
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之 后 的 下 一 个 二 进 制 列 。 因 为 是 从 nn 个 元 素 的 集合 中 进行 选择 ， 所 以 comb 的 值 不 能 大 于 等 
于 1<<n。 如 此 一 来 ， 就 完成 了 大 小 为 大 的 所 有 子 集 的 枚 举 。 


除 上 述 例 子 之 外 ,还 可 以 利用 位 运算 完成 满足 其 他 条 件 的 集合 的 枚 举 , 例如 不 包含 相 令 元素 
的 集合 等 。 


3.2.3 ”弹性 碰撞 


Physics Experiment (POJ No.3684 ) 
用 N 个 半径 为 及 厘米 的 球 进行 如 下 实验 。 


在 玉米 高 的 位 置 设置 了 一 个 圆 简 , 将 球 重 直 放 入 ( 从 下 向 上 数 第 i 个 球 的 底 端 距离 地 面 高 度 
为 H+2R )。 实验 开始 时 最 下 面 的 球 开 始 掉 落 ， 此 后 每 一 秒 又 有 一 个 球 开 始 掉 落 。 不 计 空气 阻 
力 ， 并 假设 球 与 球 或 地 面 间 的 碰撞 是 弹性 碰撞 。 


请 求 出 实验 开始 后 了 秒 种 时 每 个 球 底 端 的 高 度 。 假 设 重力 加 速度 为 gs=10m/s 。 


ARER 

。1 < N < 100 

e 1 < H < 10000 
。1 < R < 100 
。1 < T < 10000 





"À" f W M 
P 
° 
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10 
10 
100 


= 
"Ñ" "W AN 





输出 


4.95 10.20 





A 
= 


初始 状态 


首先 考虑 一 下 只 有 一 个 球 的 情形 。 这 时 只 是 单纯 的 物理 问题 。 从 高 为 H 的 位 置 下 落 的 话 需 要 花费 
的 时 间 是 


这 样 的 话 ， 在 时 刻 7 时 ， 令 /为 满足 4i< 7 的 最 大 整数 ， 那 么 


1 一休 (是 偶数 时 ) 
y= 
H- g(t (是 奇数 时 ) 


接 下 来 再 考虑 多 个 球 的 情形 。 乍 一 看 ， 因 为 多 个 球 之 间 会 有 碰撞 ， 必 须 对 物理 运动 进行 模拟 ， 事 
实 上 并 没有 这 个 必要 。 我 们 来 回忆 一 下 此 前 热身 题目 “Ants"。 在 那 道 题目 中 两 只 蚂蚁 相遇 后 并 
不 是 各 自 折返 ， 而 是 当 作 擦 身 而 过 继续 走 下 去 ， 于 是 就 将 问题 简化 了 。 


这 里 的 问题 可 以 用 同样 方法 思考 。 首先 先 来 考虑 一 下 R=0 的 情况 。 如 果 认 为 所 有 的 球 都 是 一 样 的 ， 
就 可 以 无 视 它们 的 碰撞 ， 视 为 直接 互相 穿 过 继续 运动 。 由 于 在 有 碰撞 时 球 的 顺序 不 会 发 生 改 变 ， 
所 以 忽略 碰撞 ， 将 计算 得 到 的 坐标 进行 排序 后 ， 就 能 知道 每 个 球 的 最 终 位 置 。 那 么 ，R>0 时 要 怎 
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么 办 呢 ? 这 种 情况 下 的 处 理 方法 基本 相同 , 对 于 从 下 方 开始 的 第 个 球 , 在 按照 R=0 计 算 的 结果 上 
加 上 2Ri 就 好 了 。 





const double g = 10.0; // 重力 加 速度 


// 输入 
ioe Nz H; R, Ts 


double y[MAX_N]; // 球 的 最 终 位 置 


// 求 出 T 时 刻 球 的 位 置 

double calc(int T) { 
if (T < 0) return H; 
double t = sgqrt(2 * H / g); 
int K = (18E) OP Z €); 


w 


else { 

double d = k * tèt- T; 

return H - g * d * d / 2; 
) 

) 


void solve() ( 
for (int i= 0; i < N; i++) { 
yli] = calle = i); 
} 
SOrt(y, y + N); 
for (int i = 0; i < N; i++) { 
printf" DERSOeW yI] & 2 *& W i f 100-0 34 + W == N 9 SNS ¿< š v) 
J 
) 


3.2.4 折 半 枚 举 〈 双 向 搜索 ) ” 


4 Values whose Sum is 0 (POJ No.2785 ) 


给 定 各 有 n 个 整数 的 四 个 数列 4、B、C、D。 要 从 每 个 数列 中 各 取出 1 个 数 ， 使 四 个 数 的 和 为 
0。 求 出 这 样 的 组 合 的 个 数 。 当 一 个 数列 中 有 多 个 相同 的 数字 时 ， 把 它们 作为 不 同 的 数字 看 待 。 


ARER 
。1 < n < 4000 
。|( 数 字 的 值 | < 2” 








D 本 节 所 介绍 的 折 半 枚 举 与 传统 的 双向 搜索 并 不 相同 , 但 其 思想 来 源 于 传统 的 双向 搜索 , 有 时 候 我 们 也 会 用 双向 搜索 来 
指 代 它 ， 特 此 注 明 。 一 一 译 者 注 
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输入 
n = 6 
A = (-45, -41, -36, -36, 26, -32) 
B = (22, -27, 53, 30, -38, -54} 
C = (42, 56, -37, -75, -10, -6) 
D = (-=16, 30, 77; —&6;, 62, 45} 
输出 





5(-45-27+42+30=0, 26+30-10-46=0, -32+22+56-46=0, -32+30-75+77=0, -32-54+56+30=0) 


这 个 问题 是 热身 题目 “抽签 ”的 复习 。 从 4 个 数列 中 选择 的 话 总 共有 mt 种 情况 ， 所 以 全 都 判断 一 
遍 不 可 行 。 不 过 将 它们 对 半分 成 48 和 CD 再 考虑 ,就 可 以 快速 解决 了 。 从 2 个 数列 中 选择 的 话 只 有 
1 种 组 合 ， 所 以 可 以 进行 枚 举 。 先 从 4、8 中 取出 ac、2 后 ， 为 了 使 总 和 为 0 则 需要 从 C、D 中 取出 
c+d--a-p。 因 此 先 将 从 C、D 中 取 数 字 的 巡 种 方法 全 都 枚 举 出 来 ， 将 这 些 和 排 好 序 ， 这 样 就 可 以 
运用 二 分 搜索 了 了。 这 个 算法 的 复杂 度 是 O(n*logn)。 
有 了 时候, 问题 的 规模 较 大 ,无 法 枚 举 所 有 元 素 的 组 合 , 但 能 够 枚 举 一 半 元 素 的 组 合 。 此 时 , 将 问 
题 拆 成 两 半 后 分 别 枚 举 ， 再 合并 它们 的 结果 这 一 方法 往往 非常 有 效 。 

// 输入 


JE py 
int A[MAX_N], B[MAX_N], C[MAX_N], D[MAX_N]; 





int CD[MAX_N * MAX_N]; // C 和 D 中 数字 的 组 合 方法 


void solve() ( 
// 枚 举 从 C 和 D 中 取出 数字 的 所 有 方法 
for (ine i = O; i < m; itt) í 
for (int j = 07 J < mí 二 yy £ 
GD +p e) = CH] + DH 
} 
} 
四 ER CD * 2 * p? 


long long res = 0; 
for (int i = Üz 3 € ns it) d 
for lint j = Op j < m; 34) { 
int cd = =(A[i] + B[3j]); 
// 取出 C 和 D 中 和 为 cd 的 部 分 
res += upper_bound (CD, CD + n * n, cd) - lower_bound(CD, CD + n * n, cd); 
) 
) 


printf("%lld\n", res); 


X 
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地 


超大 背包 问题 


有 重量 和 价值 分 别 为 wv 的 个 物品 。 从 这 些 物品 中 挑选 总 重量 不 超过 W tb, RKA 
挑选 方案 中 价值 总 和 的 最 大 值 。 


ARER 

e] < n < 40 

e 1 < wv < 10" 
s. 1 £ 0 





3 
2 


| 


= <<= 3 


输出 


7 (挑选 0、1、3 号 物品 ) 


这 个 问题 是 第 二 章 介 绍 过 的 背包 问题 。 不 过 这 次 价值 和 重量 都 可 以 是 非常 大 的 数值 ， 相 比 之 下 z 
比较 小 。 使 用 DP 求解 背包 问题 的 复杂 度 是 O(nW)， 因 此 不 能 用 来 解决 这 里 的 问题 。 此 时 我 们 应 该 
利用 n 比 较 小 的 特点 来 寻找 其 他 办 法 。 


挑选 物品 的 方法 总 共有 2" 种 ， 所 以 不 能 直接 枚 举 , 但 是 像 前 面 一 样 拆 成 两 半 之 后 再 枚 举 的 话 ， 因 
为 每 部 分 只 有 20 个 所 以 是 可 行 的 。 利用 拆 成 两 半 后 的 两 部 分 的 价值 和 重量 , 我 们 能 求 出 原先 的 问 
题 吗 ?我 们 把 前 半 部 分 中 的 选取 方法 对 应 的 重量 和 价值 总 和 记 为 wl1、v1。 这 样 在 后 半 部 分 寻找 总 
重 w2 < W-wl 时 使 2 最 大 的 选取 方法 就 好 了 。 


因此 ， 我 们 要 思考 从 枚 举 得 到 的 (w2,v2) 的 集合 中 高 效 寻 找 max{fv2|w2 三 于 "的 方法 。 首 先 ， 显 
然 我 们 可 以 排除 所 有 w2[i] 万 w2 上 [并且 v2 中 二 v2 四 的 j。 这 一 点 可 以 按照 w2、v2 的 字典 序 排序 后 
简单 做 到 。 此 后 剩余 的 元 素 都 满足 w2[i]<w2 上 四邻 v2[i]<v2[]， 要 计算 max {v2Iw2 夺 开路 的 话 ， 只 
要 寻找 满足 w2[ 硅 下 ' 的 最 大 的 i 就 可 以 了 。 这 可 以 用 二 分 搜索 完成 , 剩余 的 元 素 个 数 为 M 的 话 ， 
一 次 搜索 需要 O(logM) 的 时 间 。 因 为 M<2™?， 所 以 这 个 算法 总 的 复杂 度 是 O(2”?n)， 可 以 在 时 
限 内 解决 这 个 问题 。 
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typedef long long 11; 


// 输入 

int n; 

11 w[MAX_N], v[MAX_N]; 
11 W; 


pair<11，11> ps[1 << (MAX_N / 2)]; // (重量 ， 价 值 ) 


void solve() { 
/1/ 枚 举 前 半 部 分 
int n2 = n / 2; 
for (int i = 0; 3 < 1 << n2; i++) { 
11 sw = 0, sv = 0; 
for (int j = 0; j < n27 3++*) { 
*£ GL 55 3 & 2) Í 
sw += w[j]; 
sv += v[3]; 
) 
J 
ps[i] = make_pair (sw, sv); 
} 


// 去 除 多 余 的 元 素 
sort(ps, ps + (1 << n2)); 
int m = 1; 
fòr (inè i = 1; š < 1 ny 342) { 
if (ps[m - 1].second < ps[i].second) ( 
ps[m++] = ps[i]; 
1. 
J 


// 枚 举 后 半 部 分 并 求解 
11 res = 0; 
for (int š = 0; i < 1 << Dñ = ñ2); 334) 4 
11 sw = 0, sv = 0; 
tör (ine j = 0; j < W = 02; Jj**+) í 
IE G 55 jJ & 4) í 
sw += w[n2 + j]; 
sv += v[n2 + j]; 
) 
) 
if (sw <= W) ( 
11 tv = (lower_bound(ps, ps + m, make_pair(W - sw, INF)) - 1)->second; 
res = max(res, sv + tv); 


) 


peintE "Slady" res); 
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3.2.5 ”坐标 离散 化 


区 域 的 个 数 
wxj 的 格子 上 画 了 1 条 或 重 直 或 水 平 的 宽度 为 1 的 直线 。 求 出 这 些 线 将 格子 划分 成 了 多 少 个 区 域 


限制 条 件 
e 1 < w, h < 1000000 
e ] < n < 500 








(4, 8 L; ki © 

ya a {8; $,- 10y S, 10} 

(对 应 于 前 面 的 例 图 ) 
准备 好 wxh 的 数组 ， 并 记录 是 否 有 直线 通过 ， 人 然后 参考 2.1 节 利用 深度 优先 搜索 求 水 坑 数 的 方法 ， 
可 以 求 出 被 分 割 出 的 区 域 个 数 。 但 是 这 个 问题 中 w 和 h 最 大 为 1000000， 所 以 没 办 法 创建 wxh 的 数 
组 。 因 此 我 们 要 使 用 坐标 离散 化 这 一 技巧 











坐标 离散 化 示例 
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如 上 图 所 示 ， 将 前 后 没有 变化 的 行列 消除 后 并 不 会 影响 区 域 的 个 数 。 
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数组 里 只 需要 存储 有 直线 的 行列 以 及 其 前 后 的 行列 就 足够 了 ,这样 的 话 大 小 最 多 6nx6n 就 是 够 了 。 


因此 就 可 以 创建 出 数组 并 利用 搜索 " 求 出 区 域 的 个 数 了 。 


// 输入 
int W, H, N; 
int X1[MAX_N], X2[MAX_N], Y1[MAX_N], Y2[MAX_N]; 


// 填充 用 
bool fld[MAX_N * 6][MAX_N * 6]; 


// 对 x1 和 x2 进 行 坐 标 离散 化 ， 并 返回 离散 化 之 后 的 宽度 
int compress (int *x1l, int *x2, int w) { 
vector<int> xs; 


tor (int i = Os í <ç Nz 1t} 4 
for (int d = -1; d <= 1; d++) { 
int txi = x1[3] + Q, tx2 = x2[i] + d; 
if (1 <= txl && tl <= W) xs push bakti); 
yf (1 <= tx2 && tx2 <= W) xs. push baeck(tx2); 
) 
) 


sort (xs.begin(), xs.end()); 
xs.erase (unique (xs.begin(), xs.end()), xs.end()); 


fòr (int i = O; i < Ñ; 1+8) { 
x1[i] = find(xs.begin(), xs.end(), x1[i]) - xs.begin(); 
x2[i] = find(xs.begin(), xs.end(), x2[i]) - xs.begin(); 
) 


return xs.size(); 


) 


void solve() ( 
// 坐标 离散 化 
W = compress (X1, X2, W); 
H = compress (Y1, Y2, H); 


// 填充 有 直线 的 部 分 
memset (fld, 0, sizeof(fld)); 
for (POE L= 02 Z < Nr 33569. ç 
for (int y = Y1[il; y <= Y2[i]; y++) Í 
for (int x; = Xili]; ZX <= K2[1]; Xr+) ( 
fld[y][x] = true; 
) 
) 
J 


O 区 域 可 能 很 大 ， 所 以 用 递归 函数 实现 的 话 可 能 会 栈 溢出 。 
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// 求 区 域 的 个 数 
int ans = 0; 
for (int y = 0; y < H; y++) ( 
for (int x = 0; x < W; x++) { 
if (fld[y][x]) continue; 
ans++; 


// 宽度 优先 搜索 

queue<pair<int, int> > que; 

que.push(make_pair(x, y)); 

while (!que.empty()) ( 
int sx = que.front().first, sy = que.front().second; 
que.pop(); 


for (ipt i = O; i < &; i++) { 
int tx = sx + dx[i], ty = sy + dyli]; 
if (tx < 0 || W <= tx || ty < 0 || H <= ty) continue; 
if (fld[ty][tx]) continue; 
que .push (make_pair (tx, ty)); 
fld[ty] [tx] = true; 


$ 


printf("%d\n", ans); 
] 
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sseeeeeeeseseseseseesssessessesesesesseeseesseeessesessssssessesssssssssesssesssessesseeeeseseseseseseseesee 


999eseesseseseseeseseeeesesseseseesesesseseesessesesssessessseeessessssssssssssseseeseeseseeeseeeseeeeese 


只 除了 在 2.4 节 中 介绍 的 数据 结构 之 外 ， 还 有 许多 非常 有 用 的 数据 结构 。 本 节 ， 我 们 将 介绍 线段 
树 ( Segment Tree ) 、 树 状 数组 ( Binary Indexed Tree ) 等 数据 结构 。 


3.3.1 线段 树 


1. 线段 树 的 概念 


线段 树 是 擅长 处 理 区 间 的 ， 形 如 下 图 的 数据 结构 。 线 段 树 是 一 棵 完美 二 叉 树 (Perfect Binary Tree ) ° 
( 所 有 的 叶子 的 深度 都 相同 ， 并 且 每 个 节点 要 么 是 叶子 要 么 有 2 个 儿子 的 树 )， 树 上 的 每 个 节点 都 
维护 一 个 区 间 。 根 维护 的 是 整个 区 间 , 每 个 节点 维护 的 是 父亲 的 区 间 二 等 分 后 的 其 中 一 个 子 区 间 。 
当 有 n 个 元素 时 ， 对 区 间 的 操作 可 以 在 O(log n) 的 时 间 内 完成 。 





线段 树 的 样子 


根据 节点 中 维护 的 数据 的 不 同 ， 线 段 树 可 以 提供 不 同 的 功能 。 下 面 我 们 以 实现 了 Range Minimum 
Query(RMQ) 操 作 的 线段 树 为 例 ， 进 行 说 明 。 


2. 基于 线段 树 的 RMQ 的 结构 
下 面 要 建立 的 线段 树 在 给 定数 列 ao, a, …, aw. 的 情况 下 ， 可 以 在 O(log n) 时 间 内 完成 如 下 两 种 操作 


m ESHI, Ras asi, a 的 最 小 值 
m 给 定 ; 利 xz， 把 ai 的 值 改 成 x 


D 注意 和 完全 二 又 树 ( Complete Binary Tree ) 的 区 别 ， 完 全 二 叉 树 指 的 是 在 树 中 除了 最 后 一 层 外 ， 其 余 层 都 是 满 的 ， 并 
且 最 后 一 层 或 者 是 满 的 , 或 者 是 在 右边 缺少 连续 的 若干 节点 。 不 过 也 有 的 地 方 把 完美 二 叉 树 叫做 满 二 叉 树 或 者 完全 二 
又 树 。 本 书 以 前 面 的 定义 为 准 。 一 一 译 者 注 
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如 下 图 , 线段 树 的 每 个 节点 维护 对 应 区 间 的 最 小 值 。 在 建树 时 ， 只 需要 按 从 下 到 上 的 顺序 分 别 取 
左右 儿子 的 值 中 的 较 小 者 就 可 以 了 。 





á 5 3 7 o p AT 
数列 及 其 对 应 的 线段 树 的 例子 

3. 基于 线段 树 的 RMQ 的 查询 

如 果 要 求 a0,…,ae 的 最 小 值 。 我 们 只 需要 求 下 图 中 的 三 个 节点 的 值 的 最 小 值 即 可 。 





3 和 4 和 1 的 最 小 值 一 1 
需要 查看 值 的 3 个 节点 


像 这 样 ， 即 使 查询 的 是 一 个 比较 大 的 区 间 , 由 于 较 靠 上 的 节点 对 应 较 大 的 区 间 ,， 通过 这 些 区 间 就 
可 以 知道 大 部 分 值 的 最 小 值 ， 从 而 只 需要 访问 很 少 的 节点 就 可 以 求 得 最 小 值 。 


要 求 某 个 区 间 的 最 小 值 ， 像 下 面 这 样 递归 处 理 就 可 以 了 。 


m 如 果 所 查询 的 区 间 和 当前 节点 对 应 的 区 间 完 全 没有 交集 , 那么 就 返回 一 个 不 影响 答案 的 值 ( 例 
如 INT_MAX )。 

m 如 果 所 查询 的 区 间 完 全 包含 了 当前 节点 对 应 的 区 间 ， 那 么 就 返回 当前 节点 的 值 。 

m 以 上 两 种 情况 都 不 满足 的 话 ， 就 对 两 个 儿子 递归 处 理 ， 返 回 两 个 结果 中 的 较 小 者 。 


4. 基于 线段 树 的 RMQ 的 值 的 更 新 
在 更 新 ao 的 值 时 ， 需 要 重新 计算 下 图 所 示 的 4 个 节点 的 值 。 
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保持 1 不 变 


需要 重新 计算 值 的 4 个 节点 


在 更 新 a 的 值 时 , 需要 对 包含 的 所 有 区 间 对 应 的 节点 的 值 重 新 进行 计算 。 在 更 新 时 ,可 以 从 下 面 
的 节点 开始 向 上 不 断 更 新 ， 把 每 个 节点 的 值 更 新 为 左右 两 个 儿子 的 值 的 较 小 者 就 可 以 了 。 


5. 基于 线段 树 的 RMQ 的 复杂 度 

不 论 哪 种 操作 ， 对 于 每 个 深度 都 最 多 访问 常数 个 节点 。 因 此 对 于 n 个 元 素 ， 每 一 次 操作 的 复杂 度 
是 O(log n)。 对 于 二 又 搜 索 树 ， 我 们 曾经 提 到 过 可 能 有 因 操 作 不 当 而 导致 退化 的 情况 发 生 ， 从 而 
使 复杂 度 变 得 很 糟糕 。 不 过 因为 线段 树 不 会 添加 或 者 删除 节点 , 所 以 即使 是 朴素 的 实现 也 都 能 在 
O(log nn) 时间 内 进行 各 种 操作 。 


此 外 ，n 个 元 素 的 线段 树 的 初始 化 的 时 间 复 杂 度 和 总 的 空间 复杂 度 都 是 O(n)。 这 是 因为 节点 数 是 
ntn/2+n/4+…=2n。 直 觉 上 很 容易 让 人 产生 复杂 度 是 O(n log n) 的 错觉 ,需要 注意 。 


6. 基于 线段 树 的 RMQ 的 实现 


为 了 简单 起 见 ， 在 建立 线段 树 时 ， 把 数列 所 有 的 值 都 初始 化 为 INT_MAX。 此 外 ，query 的 参数 中 
不 止 传人 节点 的 编号 ， 还 传人 了 节点 对 应 的 区 间 。 


虽然 从 节点 的 编号 也 可 以 计算 出 对 应 的 区 间 ， 但 是 把 区 间作 为 参数 传人 就 可 以 节省 这 一 步 计 算 ， 
为 了 简单 起 见 ， 我 们 在 实现 中 传人 了 对 应 的 区 间 。 


eongt int MAX N = 1 << 17; 


// 存储 线段 树 的 全 局 数组 
int n, dat[2 * MAX_N - 1]; 


// 初始 化 

vold init(int n) 
// 为 了 简单 起 见 ， KAFIR RMNS 
n = 1; 
while (n < n_) n *= 2; 


// 把 所 有 的 值 都 设 为 INT_MAX 
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for (int i = 0; i < 2 * n - 1; i++) dat[i] = INT_MAX; 
) 


// 把 第 k 个 值 (0-indexed ) 更 新 为 a 
void update(int k, int a) { 
// 叶子 节点 
k += n - 1; 
dat[k] = a; 
// 向 上 更 新 
while (k > 0) { 
ke (kety 7 2 
dat[k] = min(dat[k * 2 + 1], dat[k * 2 + 2]); 
) 
3 


// 求 [a，b) 的 最 小 值 

// 后 面 的 参数 是 为 了 计算 起 来 方便 而 传 入 的 

// k 是 节点 的 编号 ，1 ， 工 表示 这 个 节点 对 应 的 是 [1，T) 区 间 。 
// 在 外 部 调用 时 ， 用 query(a, b, 0, 0, n) 

int query (Tt a, int b; int k; int 1 iat x) 4 


// 如 果 [a，b) 和 [1,r) 不 相交 ， 则 返回 TNT_MAX 
if (r <= a || b <= 1) return INT_MAX; 


// 如 果 [a，b) 完全 包含 [1，r)， 则 返回 当前 节点 的 值 

if (a <= 1 && r <= b) return dat[k]; 

else ( 
// 否则 返回 两 个 儿子 中 值 的 较 小 者 
ine yl = query la, Bi 由 
int vr = qùery (a, b, k* 2 + 2, (1 £ xy) / 2, z); 
return min(vl, vr); 

J 

} 


N 


. 需要 运用 线段 树 的 问题 


Crane (POJ 2991) 


有 一 台 起 重 机 。 我 们 把 起 重 机 看 成 由 入 条 线段 依次 首尾 相 接 而 成 。 第 i 条 线段 的 长 度 是 Li。 
最 开始 ， 所 有 的 线段 都 笔直 连接 ， 指 向 上 方 。 


有 CC 条 操纵 起 重 机 的 指令 。 指 令 i 给 出 两 个 整数 S ic 4;， 效 果 是 使 线段 S áe Shl 之 间 的 角 


度 变 成 4; 度 。 其 中 角度 指 的 是 从 线段 8 开始 沿 北 时 针 方 向 旋转 到 S. 所 经 过 的 角度 。 最 开始 
时 所 有 角度 都 是 180 度 。 

按 顺 序 执行 这 C 条 指令 。 在 每 条 指令 执行 之 后 ， 输 出 起 重 机 的 前 端 (第 W 条 线段 的 端点 ) 
的 坐标 。 假 设 起 重 机 的 支点 的 坐标 是 (0, 0)。 





ARER 
e 1 <N, C< 10000 
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e |< L,< 100 
e ISSN, 0< A,<359 





5.00 10.00 


| 2 





输入 
N = 3, 4@ =: 2 
L = (5, 5, 5) 
S: = 43, 2} 
A = (270, 90) 
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输出 


=10;500 5.00 
-5.00 10.00 


本 题 可 以 使 用 线段 树 来 解决 。 每 个 节点 表示 一 段 连续 的 线段 的 集合 ， 并 且 维 护 下 面 两 个 值 。 


m 把 对 应 的 线段 集合 中 的 第 一 条 线段 转 至 垂直 方向 之 后 ,从 第 一 条 线段 的 起 点 指向 最 后 一 条 线段 
的 终点 的 向 量 。 
m (如 果 该 节点 有 儿子 节点 ) 两 个 儿子 节点 对 应 的 部 分 连接 之 后 ， 右 儿子 需要 转动 的 角度 。 


也 就 是 说 ， 如 果 节 点 ;表示 的 向 量 是 vx;，vy;， 角 度 是 ang;， 两 个 儿子 节点 是 chl1 和 chr， 那 么 
就 有 

VX, = VX + (cos(ang,)X vx, —sin(ang,)X vy,, ) 

VY; = Vy + (sin(ang,)X vx, +cos(ang,)Xvy;,) 
这 样 ， 每 次 更 新 便 可 在 O(log n) 时 间 内 完成 ， 而 输出 的 值 就 是 根 节点 对 应 的 向 量 的 值 。 


下 面 的 实现 和 RMQ 的 有 所 不 同 ， 线 段 树 的 大 小 并 没有 扩大 到 2 的 寡 。 这 个 时 候 ， 线 段 树 并 不 是 一 
颗 完美 二 又 树 ， 但 是 在 本 题 中 同样 可 以 完成 各 种 操作 。 


const int ST SIZE = (1 << 15) = 1; 


// 输入 

ine N, Cy 

int L[MAX_N]; 

int S[MAX_C], A[MAX_N]; 


// 线段 树 所 维护 的 数据 
double vx[ST_SIZE], vy[ST_SIZE]; // 各 节点 的 向 量 
double ang[ST_SIZE]; // 各 节点 的 角度 


// 为 了 查询 角度 的 变化 而 保存 的 当前 角度 的 数组 
double prv[MAX_N]; 


// 初始 化 线段 树 
// k 是 节点 的 编号 ，1，r 表 示 当 前 节点 对 应 的 是 [1]，r) 区间 
void dnitlint k. int 1; int sh £ 

angik] = vx[k] = 0.0; 


tf (r= 1 == 1) l 
// 叶子 节点 
vy[k] = L[1]; 

$ 

else { 
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// 非 叶 子 节点 

int chl = k * 2 + 1, chr = k * 2 + 2; 
Amat(ehl, 1, (I + E) 7 y; 

LAE(GhE: L + wb Z 2; m); 

vy[k] = vy[ch1] + vy[chr]; 


// 把 s 和 s+1 的 角度 变 为 a 
// V 是 节点 的 编号 ，1 ，r 表 示 当 前 节点 对 应 的 是 [1， 工 ) 区 间 
void change (int s, double a, int v, int 1, int r) { 
if (5 <= 1) return; 
else if (s < r) ( 
int chl = ç * 2 l; chie = s * 2 + 2; 
int m = (1 +r) / 2; 
change(s, a, chl, 1, m); 
change(s, a, chr, m, r); 
1f (s <= m) ang[v] += a; 


double s = sin(ang[v]), c = cos(ang[v]); 
vx[v] = vx[chl] + (c * vx[chr] - s * vy[chr]); 
vy[v] vy[chl] + (s * vx[chr] + e * vy[cbr]); 


void solve() ( 
// 初始 化 
iniecta, 0; Ñ); 
for (int i = l; i < N; i++) prvi] = MPI; 


// 处 理 操作 
Eor Gnt i= Qy i < C; i+) ( 
int s = Siil; 
double a = A[i] / 360.0 * 2 * MPI; // 把 角度 换算 为 弧度 


change(s, a - prv[s], 0, 0, N); 
prv[s] = a; 


printf(*%. 2£ %.2£Nn*, vel0]; vy[0]); 
) 






| 在 RMQ 的 其 他 实现 方法 中 , 有 一 种 叫做 Sparse Table 的 方法 较为 常见 。 对 于 数列 aj), as, °° G, 
| 构建 的 Sparse Table 如 下 表 所 示 。 
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Sparse Table 的 例子 


其 中 向 表示 的 是 a, G, A yy 的 最 小 值 (0<i, 2! < n, 1<j<n-2+1) 
让 我 们 思考 如 何在 给 定 x 和 yy 的 情况 下 ， 通 过 这 个 表 快 速 求 出 a, awi, 4y 的 最 小 值 。 





首先 , 求 出 满足 2'<y-x<2" 的 i。 也 就 是 使 得 2' 不 超过 y-x 的 最 大 的 i, 然后 ,min{ti, tiy-2 +1} 
就 是 ao asul ,的 最 小 值 了 。 
Kx 4 
E= 2 ===; 
= > === 
要 求 的 区 间 的 最 小 值 = 上 
面 的 两 个 区 间 的 最 小 值 


利用 Sparse Table 求 解 最 小 值 的 例子 


用 朴素 的 方法 求解 i 需要 花费 O(log nn) 时 间 ， 如 果 用 二 分 搜索 法 求解 i 则 只 需要 O(log log n) 
时 间 。 而且 ， 在 实现 时 ， 如 果 使 用 的 是 gcc 编译 器 ， 还 有 _builtin_clz "等 编译 器 内 置 的 
函数 可 以 使 用 。 因 此 ， 它 单 次 查询 的 效率 比 基 于 线段 树 的 RM 要 高 ?。 


但 是 , 基于 Sparse Table 的 RMQ 在 预 处 理 时 的 时 间 复 杂 度 和 空间 复杂 度 都 达到 了 O(n log n). 
而 且 ， 和 基于 线段 树 的 RMQ 相 比 无 法 高 效 地 对 值 进行 更 新 。 


3.3.2 Binary Indexed Tree 
树 状 数组 ( Binary Indexed Tree，BIT ) 是 能 够 完成 下 述 操作 的 数据 结构 。 
给 一 个 初始 值 全 为 0 的 数列 al, qa, …, a, 


m 给 定 ;， 计 算 w-+az+…+ai 
给 定 因 zx， 执行 af+=x 


(D gcc 中 类 似 的 还 有 _builtin_parity，_builtin_popcount，_builtin_ffz，_builtin_ctz 等 非常 实用 的 函数 。 一 一 译 者 注 
@ 不 利用 _builtin_clz 也 可 以 利用 预 处 理 ， 总 的 来 说 基于 Sparse Table 的 查询 是 O(1) 的 。 一 一 译 者 注 
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1. 基于 线段 树 的 实现 


如 果 使 用 线段 树 ， 只 需要 对 前 一 节 中 RMQ 的 样 例 做 少许 修改 就 可 以 实现 这 两 个 功能 。 线 段 树 的 
每 个 节点 上 维护 的 是 对 应 的 区 间 的 和 。 


37 34 





24+10+1=35 
(计算 ) 
线段 树 和 计算 与 更 新 的 例子 


接 下 来 , 我 们 来 看 如 何 计算 从 s 到 t 的 和 (astasw+…+ay)。 在 基于 线段 树 的 实现 中 ,这 个 和 是 可 以 直 
接 求 得 的 。 


但 是 如 果 我 们 能 够 计算 (从 1 到 上 的 和 )-( 从 1 到 s-1 的 和 )， 同 样 可 以 得 到 s 到 上 的 和 。 也 就 是 说 ， 只 要 
对 于 任意 i， 我 们 都 能 计算 出 1 到 i; 的 部 分 和 就 足够 了 。 


在 这 样 的 限制 下 , 会 带 来 哪些 改变 呢 ? 我 们 可 以 发 现 , 线段 树 上 每 个 节点 的 右 儿子 的 值 都 不 需要 
了 (在 计算 时 如 果 要 使 用 这 个 点 的 值 ， 那么 它 的 左边 的 兄弟 的 值 也 一 定 会 用 到 ， 这 个 时 候 只 需要 
使 用 它们 的 父亲 的 值 就 可 以 了 )。 


灰色 : 不 需要 用 到 的 节点 
不 需要 用 到 的 节点 
基于 上 面 的 思路 得 到 的 数据 结构 就 是 BIT。 比 起 线段 树 ，BIT 实 现 起 来 更 方便 ， 速 度 也 更 快 。 
2. BIT 的 结构 
BIT 使 用 数组 维护 下 图 所 示 的 部 分 和 
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编号 1 2 3 4 5 6. 7 8 
二 进 制 表示 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111 1000 


树 状 数组 中 每 个 元 素 对 应 的 部 分 
也 就 是 把 线段 树 中 不 需要 的 节点 去 掉 之 后 , 再 把 剩 下 的 节点 对 应 到 数组 中 。 让 我 们 对 比 每 个 节点 
对 应 的 区 间 的 长 度 和 节点 编号 的 二 进 制 表示 。 以 1 结尾 的 1, 3, 5, 7 的 长 度 是 1， 最 后 有 1 个 0 的 2, 6 
的 长 度 是 2， 最 后 有 2 个 0 的 4 的 长 度 是 4…… 这 样 ， 编 号 的 二 进 制 表示 就 能 够 和 区 间 非 常 容易 地 对 
应 起 来 。 利 用 这 个 性 质 ，BIT 可 以 通过 非常 简单 的 位 运算 实现 。 
3. BIT 的 求 和 


计算 前 斋 的 和 需要 从 i 开始 , 不 断 把 当前 位 置 的 值 加 到 结果 中 ,并 从 i; 中 减 去 的 二 进 制 最 低 非 0 位 
对 应 的 宜 ， 直 到 ; 变 成 0 为 止 。i 的 二 进 制 的 最 后 一 个 1 可 以 通过 i&-i 得 到 。 


| 1 二进制 表示 | 
| 5 | S | 一、 二 进 制 的 最 后 一 个 1 
[上 am S +o: 
L [e e aoo 
= 
对 灰色 的 节 i 
anma C] ESI i 
nin mini 
1 2 8 Š 5 %@ ? 


求 和 的 例子 
4. BIT 的 值 的 更 新 


使 第 天 的 值 增加 x 需 要 从 开始 ,不断 把 当前 位 置 的 值 增加 zx， 并 把 ;的 二 进 制 最 低 非 0 位 对 应 的 震 
加 到 i 上 。 
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十 一 

| oon | 

HEE Her 
| 
L |] | 

把 x 加 到 灰色 i Í 

的 节点 的 值 上 E=] i Ez] i 
nin|mimn | 
£ 2 9 ú NS S S 38 
值 的 更 新 的 例子 


5. BIT 的 复杂 度 

总 共 需 要 对 O(log n) 个 值 进行 操作 ， 所 以 复杂 度 是 O(log n). 
6. BIT 的 实现 

顺便 提 一 下 ，i-=i&-i 也 可 以 写作 二 i&(i-1)。 


fe e Y 
int bit[MAX_N + 1], n; 


int sum(int i) ( 
int s = 0; 
while (i > 0) { 
8 += bit[1]; 
i -= i & -i; 
} 
return sS; 


) 


void ada(int i; int x) í 
while (i <= n) { 
biti] += x; 
i += i & -i; 
1 
) 


T. 二 维 BIT 


BIT 可 以 方便 地 扩展 到 二 维 的 情况 。 对 于 Wx 的 二 维 BIT 只 需要 建立 个 大 小 为 x 轴 方 向 元 素 个 数 
WW 的 BIT, 然后 把 这 些 BIT 通 过 y 轴 方向 的 BIT 管 理 起 来 就 可 以 了 。 也 就 是 说 , y 轴 方向 的 BIT 的 每 个 
元 素 不 是 整数 ,而 是 一 个 x 轴 方 向 的 BIT。 这 样 所 有 操作 的 复杂 度 都 是 O(log W x log H) HEER 
方法 可 以 扩展 到 更 高 维度 的 情况 。 
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8. 需要 运用 BIT 的 问题 


冒 泡 排序 的 交换 次 数 
给 定 一 个 l~n 的 排列 ao, ql,…, an-1， 求 对 这 个 数列 进行 冒 泡 排 序 所 需要 的 交换 次 数 ( 冒 泡 排 


序 是 每 次 找到 满足 apas 0 i， 并 交换 qi 和 qi:1， 直 到 这 样 的 i 不 存在 为 止 的 算法 )。 


和 限制 条 件 
e 1<n=100000 


输入 


n=4, a=(3,1,4,2) 








输出 


3 








冒 泡 排序 的 复杂 度 是 OU 六) ， 所 以 无 法 通过 模拟 冒 泡 排序 的 过 程 来 计算 需要 的 交换 次 数 。 不 过 我 
们 可 以 通过 选取 适当 的 数据 结构 来 解决 这 个 问题 。 


首先 ， 所 求 的 交换 次 数 等 价 于 满足 i<, a>q 的 (iy) 数 对 的 个 数 ( 这 种 数 对 的 个 数 叫做 逆序 数 )。 而 
对 于 每 一 个 j}， 如 果 能 够 快速 求 出 满足 i<j, a>a 的 的 个 数 ， 那么 问题 就 能 迎刃而解 。 我 们 构建 一 个 
值 的 范围 是 1~n 的 BIT， 按 照 二 0, 1,2, …, n-1 的 顺序 进行 如 下 操作 。 

m 把 j-(BIT 查 询 得 到 的 前 a 项 的 和 ) 加 到 答案 中 

m 把 BIT 中 a 位 置 上 的 值 加 1 

对 于 每 一 个 j，(BIT 查 询 得 到 的 前 a 项 的 和 ) 就 是 满足 i<j, a;<a 的 的 个 数 。 因 此 把 这 个 值 从 ;中 减 去 
之 后 ， 得 到 的 就 是 满足 i<j, aj>a 的 i 的 个 数 。 由 于 对 于 每 一 个 的 复杂 度 是 O(log n)， 所 以 整个 算法 
的 复杂 度 是 O(n logn) ` 








typedef long long 11; 


// 输入 
int n, a[MAX_N]; 


// 这 里 省 略 了 BIT 部 分 的 代码 





D 实现 计算 逆序 数 更 简单 的 算法 是 通过 分 治 思想 利用 归并 排序 计算 ， 请 参考 本 书 4.6 节 。 一 一 译 者 注 
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void solve() { 
11 ans = 0; 
for {int 3 = 0; j < m; J++) ( 
ans += j - sum(a[j]); 
adalaljje 193 
J 
printf ("%1ld\n", ans); 
} 





A Simple Problem with Integers (POJ 3468) 


给 定 一 个 数列 41, An …,4w 以 及 加 个 操作 ， 按 顺序 执行 这 些 操作 。 操 作 分 2 种 


. 给 i, ry X, 对 Ar Ári, …, A, F] BJ 20 E x 
。 给 l, F, 求 An Ami, T 





树 状 数组 可 以 高 效 地 求 出 连续 的 一 段 元 素 之 和 或 者 更 新 单个 元 素 的 值 。 但 是 , 无 法 高 效 地 给 某 一 
个 区 间 里 的 所 有 元 素 同 时 加 上 一 个 值 。 因 此 ,本 题 无 法 直接 使 用 树 状 数组 。 在 这 里 ,我们 先 考虑 
利用 线段 树 来 求解 ， 然 后 再 考虑 改造 树 状 数组 来 求解 该 问题 。 

如 果 对 于 每 个 节点 ， 维 护 有 该 节点 对 应 的 区 间 的 和 ， 那 么 就 可 以 在 O(log n) 时 间 内 求 出 任意 区 间 
的 和 。 但 是 这 样 就 没有 办 法 高 效 地 实现 对 一 个 区 间 同 时 加 一 个 值 , 因为 这 需要 对 这 个 区 间 相关 的 
所 有 节点 都 进行 更 新 才 可 以 。 





s a 7 g GAT 2 a @ 4 ç 1 7 & 1 2 
—— 
< 对 这 个 区 间 一 起 加 1 
更 新 操作 变 得 低 效 的 例子 


为 了 保持 线段 树 的 高 效 ， 对 于 每 个 节点 我 们 维护 以 下 两 个 数据 
a. 给 这 个 节点 对 应 的 区 间 内 的 所 有 元 素 共同 加 上 的 值 
b. 在 这 个 节点 对 应 的 区 间 中 除去 a 之 外 其 他 的 值 的 和 
通过 单独 维护 共同 加 上 的 值 , 给 区 间 同 时 加 一 个 值 的 操作 就 可 以 高 效 地 进行 了 。 如 果 对 于 父亲 节 
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点 同时 加 了 一 个 值 , 那么 这 个 值 就 不 会 在 儿子 节点 被 重复 考虑 。 在 递归 计算 和 时 再 把 这 一 部 分 的 
值 加 到 结果 里 面 就 可 以 了 。 这 样 ， 不 论 是 同时 加 一 个 值 还 是 查询 一 段 的 和 复杂 度 都 是 O(log n)。 


m 7 是 操作 的 种 类 。 第 ;个 操作 的 7 是 C 的 话 ， 就 是 给 区 间 同 时 加 一 个 值 ， 是 8 的 话 则 是 查询 一 段 
的 和 。 
m A, L, R 都 是 以 0 为 下 标 起 点 的 。 


typedef long long 11; 
const int DAT SIZE = (1 << 18) = 1; 


// 输入 

int N, Q; 

int A[MAX_N]; 

char T[MAX_Q]; 

int L[MAX_Q], R[MAX_Q], X[MAX_Q]; 


// 线段 树 
11 data[DAT_SIZE], datb[DAT_SIZE]; 


// 对 区 间 [a，Pb) 同时 加 x 
// k 是 节点 的 编号 ， 对 应 的 区 间 是 [1，r) 
word adgd(int a, int D: int š iut k. ine i; ine r} f 
if (a <= I EE r <= b) { 
data[k] += x; 
} 
else if (1 < b && a < r) ( 
datb[k] += (min(b, r) - max(a, 1)) * x; 
add la, b; x E *& 2 34 Y, Y. (L * 3 Z 259 
saqra, W; 6 K& * 2 3 9, l * xy 7 2 S)7 
) 
) 


// 计算 [a，b) 的 和 
// kk 是 节点 的 编号 ， 对 应 的 区 间 是 [1，) 
IL sSumtint ar int b, int k; int l, ie £) 1 
IE (b <= 1 || x <= a) t 
return 0; 
) 
else if (a <= 1 && r <= b) ( 
return data[k] * (r - 1) + datb[k]; 
) 
else ( 
11 res = (min(b, r) - max(a, 1)) * data[k]; 
rës += SUM(B, D R w 2 + L, L, (1 * £) Z 2): 
yes += sum(a, b, k * 2 +* 2, (L+ x) 7 2, vx); 
return res; 


3.3 


void solve() ( 
for (int i = 0; i < N; i++) ( 
aadti; x + 1, Alije 0 0 N); 


) 


for Unt i 
iE (T[5J 


add(L[i 


) 


else ( 


printf("%lld\n", 


} 
} 
} 


] 


0z Or ++) { 
= bt { 
z RII # 


) 
i] 1, X[i], 0, 0, N); 


sSum(Db[12];, R[i] + 1, 0 0; Ws 
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和 线段 树 的 做 法 类 似 ， 树 状 数组 也 可 以 通过 在 每 个 节点 上 维护 两 个 数据 ， 高 效 地 进行 上 述 


操作 。 


WRR KEU 刀 同 时 加 上 x 的 话 ， 每 个 节点 的 值 将 会 如 何 变化 呢 ? 如 果 令 


sO = MEZ NY a, 


s'(ü)= 加 上 x 之 后 的 a， 
j=1 


那么 就 有 


i<l—> s'(i) = s(i) 
I<i<r>Ə s'(i) =s(i)+xx(i-1I+I) 
=s(i)+xxi-xx(l-1) 


r<i > s'(i)=s(i)+xx(r-l+1) 


前 缀 和 的 增加 量 





| P 


前 缀 和 的 增加 量 
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下 面 记 sum(bit, 六 为 树 状 数组 bit 的 前 天 和 。 我 们 构建 两 个 树 状 数组 bit0 和 bitl ， 并 且 设 
=sum(bitl,;)x į +sum(bit0,;) 


那么 在 [7, r]l< E [E] ) Fan AE pk E: 


m 在 bit0 的 /位 置 加 上 -x( 二 1) 
m 在 bit1 的 /位 置 加 上 x 

m 在 bit0 的 二 1 位 置 加 上 xr 
m 在 bitl 的 二 1 位 置 加 上 =-x 


这 4 个 操作 。 因 此 ， 查 询 和 更 新 操作 都 可 以 在 O(log n) 时 间 里 完成 。 


更 一 般 地 ， 如 果 操 作 得 到 的 结果 可 以 用 i 的 n 次 多 项 式 表 示 ， 那 么 就 可 以 使 用 n+1 个 树 状 数组 来 进 

行 维护 了 。 

m 7 是 操作 的 种 类 。 第 ; 企 操 作 的 7Ti 是 C 的 话 ， 就 是 给 区 间 同 时 加 一 个 值 , 是 C 的 话 则 是 查询 一 段 
的 和 。 

m A, L, R 都 是 以 1 为 下 标 起 点 的 。 


// 输入 

St Ni Q 

int A[MAX_N + 1]; 

char T[MAX_Q]; 

int L[MAX_Q], R[MAX_Q], X[MAX_Q]; 


A7 BIT 
11 bitO[MAX_N + 1], bit1[MAX_N + 1]; 


Ti sumt 25, int 1). x 
11 s = 0; 
while (i > 0) { 
s += b[i]; 
i == ai G i 
} 
return sS; 


) 


void add(11 *b, int i, int v) { 
while (i <= N) { 
bii] += v; 
i += i & -i; 
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void solve() { 
for (int i = 1, i <= N; À+€) ( 
add(bit0, i, A[i]); 
) 


for lint i = O; 2 < Q Brew) g 
iE (TL == "@') 4 
add(b1t0, Lili], -X[i] * 《了 [il = 1)y; 
aqa (bttl, titir RI 
ada (pith RIII) + Ty ZEI * RIS]YsS 
add(bit1, R[i] + 1, -X[i]); 
} 


else { 
11 res = 0; 
res += sum(bit0, R[i]) + sum(bitl, R[i]) * R[i]; 


res -= sum(bit0, L[i] - 1) + sum(bit1, L[i] - 1) * (L[i] - 1); 
Drinte STINK O mee) 


) 
) 


3.3.3 ”分 桶 法 和 平方 分 割 


分 桶 法 ( bucket method ) 是 把 一 排 物 品 或 者 平面 分 成 桶 ， 每 个 桶 分 别 维护 自己 内 部 的 信息 ， 以 达 
到 高 效 计算 的 目的 的 方法 。 


元 素 


O OOOO» 
ai 


把 一 排 物 品 分 成 桶 维护 的 图 例 把 平面 分 成 桶 维护 的 图 例 


其 中 , 平方 分 割 (sqrt decomposition ) 是 把 排 成 一 排 的 个 元 素 每 Vn 个 分 在 一 个 桶 内 进行 维护 的 
方法 的 统称 。 这 样 的 分 割 方法 可 以 使 对 区 间 的 操作 的 复杂 度 降 至 O(Vm) 。 


和 线段 树 一 样 ， 根 据 维护 的 数据 的 不 同 , 平方 分 割 可 以 支持 很 多 不 同 的 操作 。 接 下 来 ， 和 线段 树 
一 样 ， 我 们 以 RMQ 为 例 对 平方 分 割 进行 讲解 。 
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1. 基于 平方 分 割 的 RMQ 
给 定 一 个 数列 w, an …, ww， 目 标 是 在 OWN) 复杂 度 内 实现 以 下 两 个 功能 


m 给 定 s, t, Kas, asi n 的 最 小 值 。 
m 给 定 i, x， 把 a 的 值 变 为 x。 


2. 基于 平方 分 割 的 RMQ 的 预 处 理 
今 b=floor(Vn) ， 把 a 中 的 元 素 每 b 分 成 一 个 桶 ， 并 且 计 算出 每 个 桶 内 的 最 小 值 。 


3. 基于 平方 分 割 的 RMQ 的 查询 
如 下 图 所 示 ， 查 询 


m 如 果 桶 完全 包含 在 区 间 内 ， 则 查询 桶 的 最 小 值 。 
m 如 果 元 素 所 在 的 桶 不 完全 被 区 间 包 含 ， 则 逐个 检查 最 小 值 。 


它们 的 最 小 值 就 是 区 间 的 最 小 值 了 。 
要 求 的 区 间 


“O00000000000000000000… 


查询 桶 的 最 小 什 
逐个 检查 最 小 什 

查询 的 例子 
4. 基于 平方 分 割 的 RMQ 的 值 的 更 新 
在 更 新 元 素 的 值 时 ,需要 更 新 该 元 素 所 在 的 桶 的 最 小 值 。 这 时 只 要 遍历 一 遍 桶 内 的 元 素 就 可 以 了 。 
5. 基于 平方 分 割 的 RMQ 的 复杂 度 
在 更 新 值 时 ， 因 为 每 个 桶 内 ?有 4b 个 元 素 ， 所 以 复杂 度 是 0(b) = O(Vm) 
而 在 查询 时 


m 完全 包含 在 区 间 内 的 桶 的 个 数 是 O(n/ b) 
m 所 在 的 桶 不 被 区 间 完 全 包含 的 元 素 个 数 是 O(b) 


GD 如 果 在 每 个 桶 内 用 二 又 搜索 树 来 维护 元 素 ， 则 可 以 更 加 高 效 地 进行 更 新 操作 。 
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因为 b= O(Vn) ， 所 以 操作 的 复杂 度 是 
OC +b)=0(Jn+ Jn) = OG) 


6. 平方 分 割 和 线段 树 


因此 , 在 平方 分 割 中 , 对 于 任意 区 间 , 完全 包含 于 其 中 的 桶 的 数量 和 剩余 元 素 的 数量 都 是 O(Vn) ， 
所 以 可 以 在 O(Vn) 时 间 内 完成 各 种 操作 。 


在 上 面 的 RMQ 的 例题 中 , 线段 树 进行 各 种 操作 的 复杂 度 是 O(log n) ， 比 平方 分 割 更 快 一 些 。 一 般 
地 ， 如 果 线段 树 和 平方 分 割 都 能 实现 某 个 功能 ,多数 情况 下 线段 树 会 比 平方 分 割 快 。 但 是 , 因为 
平方 分 割 在 实现 上 比 线段 树 简单 ,所 以 如 果 运 行 时 间 限 制 不 是 太 紧 时 , 也 可 以 考虑 使 用 平方 分 割 。 
除 此 之 外 ， 也 有 一 些 功能 是 线段 树 无 法 高 效 维护 但 是 平方 分 割 却 可 以 做 到 的 。" 


7. 需要 运用 平方 分 割 的 题目 


K-th Number (POJ 2104) 


给 定 一 个 数列 dl, as, `". a, Ae m 个 三 元 组 表示 的 查询 。 对 于 每 个 查询 (i,j， k), 输出 Ai, G+ "7, Aj 
的 升序 排列 中 第 个 数 。 


ARERI 


e n< 100000, m< 5000 
e ja} <10 








n = 7, m = 3 

& = (1, 5; Z, 6 3, 7; %] 

$J s pQ2;, S, 3), W Wç hy (Ob 95 39) 
输出 

5 

6 

š 


(D 这 里 所 介绍 的 平方 分 割 的 实现 所 用 的 数据 结构 通常 也 叫做 块 状 数 组 ， 有 时 候 为 了 适应 更 复杂 的 操作 还 会 用 到 块 状 链 
表 。 也 有 些 问题 用 到 了 平方 分 割 的 思想 但 并 没有 用 到 任何 数据 结构 。 一 一 译 者 注 
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因为 查询 的 个 数 m 很 大 ， 朴 素 的 求法 无 法 在 规定 时 间 内 出 解 。 因 此 应 该 选用 合理 的 方式 维护 数据 
来 做 到 高 效 地 查询 。 

如 果 x 是 第 k 个 数 ， 那 么 一 定 有 


m 在 区 间 中 不 超过 x 的 数 不 少 于 k 个 
m 在 区 间 中 小 于 x 的 数 有 不 到 k 个 


因此 ， 如 果 可 以 快速 求 出 区 间 里 不 超过 x 的 数 的 个 数 ， 就 可 以 通过 对 x 进行 二 分 搜索 来 求 出 第 k 个 
接 下 来 ,我 们 来 看 一 下 如 何 计算 在 某 个 区 间 里 不 超过 x 的 数 的 个 数 。 如 果 不 进行 预 处 理 ， 那 么 就 
只 能 遍历 一 遍 所 有 的 元 素 。 


男 一 方面 ， 如 果 区 间 是 有 序 的 ， 那 么 就 可 以 通过 二 分 搜索 法 高 效 地 求 出 不 超过 x 的 数 的 个 数 了 。 
但 是 ， 如果 对 于 每 个 查询 都 分 别 做 一 次 排序 ， 就 完全 无 法 降低 复杂 度 。 所 以 ,可 以 考虑 使 用 平方 
分 割 和 线段 树 进行 求解 。 


首先 我 们 来 看 如 何 使 用 平方 分 割 来 解决 这 个 问题 。 把 数列 每 bp 个 一 组 分 到 各 个 桶 里 ， 每 个 桶 内 保 
存 有 排序 后 的 数列 。 这 样 ， 如 果 要 求 在 某 个 区 间 中 不 超过 x 的 数 的 个 数 ， 就 可 以 这 样 求 得 。 


m 对 于 完全 包含 在 区 间 内 的 桶 ， 用 二 分 搜索 法 计算 。 
m 对 于 所 在 的 桶 不 完全 包含 在 区 间 内 的 元 素 ， 逐 个 检查 。 


如 果 把 bp 设 为 Vn ， 复 杂 度 就 变 成 
0(®) logb +b)=O(Vn logn) 


其 中 ， 对 每 个 元 素 的 处 理 只 要 0(1) 时 间 ， 而 对 于 每 个 桶 的 处 理 则 需要 O(log b) ， 所 以 比 起 让 桶 的 
数量 和 桶 内 元 素 的 个 数 尽 可 能 接近 , 我 们 更 应 该 把 桶 的 数量 设置 成 比 桶 内 元 素 个 数 略 少 一 些 , 这 
样 可 以 使 得 程序 更 加 高 效 。 如 果 把 bp 设 为 Vnlogn ， 复 杂 度 就 变 成 


C) logb +b) = Ol Jnlogn) 
接 下 来 只 需要 对 x 进行 二 分 搜索 就 可 以 了 。 因 为 答案 一 定 是 数列 a 里 的 某 个 元 素 , 所 以 二 分 搜索 需 


要 执行 O(logn) IX. Ik. WÈ p= nlogn ， 包 括 预 处 理 在 内 整个 算法 的 复杂 度 就 是 
O(nlogn+mVnlog'’ n) o 
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const int B = 1000; // 桶 的 大 小 


// 输入 

int N, M; 

int A[MAX_N]; 

int I[MAX_M], J[MAX_M], K[MAX_M]; 


int nums [MAX_N]; // 对 A 排序 之 后 的 结果 
Vector<int> bucket [MAX_N / B]; // 每 个 桶 排序 之 后 的 结果 


void solve() { 
for (int í = Oz i < N; i++) { 
bucket[i / B].push_back(A[i]); 
nums[i] = A[i]; 
) 
sort (nums, nums + N); 
// 虽然 每 B 个 一 组 剩 下 的 部 分 所 在 的 桶 没有 排序 ， 但 是 不 会 产生 问题 
for (int i = 0; i < N / B; i++) sort(bucket[i].begin(), bucket[i].end()); 


for (int i = O; i < Mz i+) i 
// 求 [1，L) 区 间 中 第 k 个 数 
iat 1 = Thil; £. = dR * L W = TKT 


int 1b = -1, ub = N - 1; 
while (ub - 1b > 1) ( 
int ma = (Ib + ub) / 2; 
int x = nums [md]; 
int EL = 17 te = 2 ¢ = 0} 


// 区 间 两 端 多 出 的 部 分 
while (tl < tr && tl % B != 0) if (A[tl++] <= x) c++; 
while (tl < tr && tr % B != 0) if (A[--tr] <= x) c++; 


// 对 每 一 个 桶 进行 计算 
While [EL < tz) 1 
int b = tl / B; 
c += upper_bound(bucket[b].begin(), bucket[b].end(), x) 
- bucket[b] .begin(); 
tl += B; 
} 


if (c >= k) ub = md; 
else 1b = md; 
} 


printf ("%d\n", nums[ub]); 
} 
) 


下 面 我 们 考虑 一 下 如 何 使 用 线段 树 解决 这 个 问题 。 我 们 把 数列 用 线段 树 维护 起 来 。 线 段 树 的 每 个 
节点 都 保存 了 对 应 区 间 排 好 序 后 的 结果 。 在 这 之 前 我 们 接触 过 的 线段 树 节 点 上 保存 的 都 是 数值 ， 
而 这 次 则 有 所 不 同 ， 每 个 节点 保存 了 一 个 数列 。 
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1,23 3429706, 78 





在 本 题 中 使 用 的 线段 树 的 例子 
建立 线段 树 的 过 程 和 归并 排序 的 类 似 , 而 每 个 节点 的 数列 就 是 其 两 个 儿子 节点 的 数列 合并 后 的 结 
果 。 建 树 的 复杂 度 是 O(nlogn) 。 顺 带 一 提 ， 这 棵 线段 树 正 是 归并 排序 的 完整 再 现 。” 


要 计算 在 某 个 区 间 中 不 超过 x 的 数 的 个 数 ， 只 需要 递归 地 进行 如 下 操作 就 可 以 了 。 

m 如 果 所 给 的 区 间 和 当前 节点 的 区 间 完 全 没有 交集 ， 那 么 返回 0 个 。 

m 如 果 所 给 的 区 间 完 全 包含 了 当前 节点 对 应 的 区 间 ,那么 使 用 二 分 搜索 法 对 该 节点 上 保存 的 数组 
进行 查找 。 

m 否则 对 两 个 儿子 递归 地 进行 计算 之 后 求 和 即 可 。 

由 于 对 于 同一 深度 的 节点 最 多 只 访问 常数 个 ， 因 此 可 以 在 O(log” n) 时间 里 求 出 不 超过 x 的 数 的 个 

数 。 所 以 整个 算法 的 复杂 度 是 O(nlogn+mlog n) 。 


const int ST STZE = (L «< 18) = 1: 





// 输入 

int N, M; 

int A[MAX_N]; 

int I[MAX_M], J[MAX_M], K[MAX_M]; 


int nums [MAX_N] ; // 对 A 排序 之 后 的 结果 
vector<int> dat[ST_SIZE]; // 线段 树 的 数据 


// 构建 线段 树 
// k 是 节点 的 编号 ， 和 区 间 [1 ， 工 ) 对 应 
võid mit (int k, int 1; 3668 z) ( 
JE E = Y == 3) 4 
dat [k] .push_back (A[1]); 
t; 
else { 
int Ich = k* 2 + l, rëh = k * 2 +* 2; 
ne (leh, Ll OL E my 7 2ys 
ladetreliy (L s er Z7' S, xy 
dat[k].resize(r - 1); 


(D 所 以 这 样 的 线段 树 也 叫 归并 树 。 一 一 译 者 注 
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// 利用 STL 的 merge 函 数 把 两 个 儿子 的 数列 合并 
merge(dat[lch].begin(), dat[lch].end(), dat[rch].begin(), dat[rch].end(), 
dat[k].begin()); 


// Fli, j) 中 不 超过 x 的 数 的 个 数 
// k 是 节点 的 编号 ， 和 区 间 [1，r) 对 应 
int Yuery(int i int 3, int x, int k, int l, int r} + 
i£ G <= 3 |] 2 <= 3y É 
// 完全 不 相交 
return 0; 
$ 
else if (i <= 1 && r <= j) { 
// 完全 包含 在 里 面 
return upper_bound(dat[k].begin(), dat[k].end(), x) - dat[k].begin(); 
) 
else ( 
// 对 儿子 递归 地 计算 
ine de = gueryli, G. Se K t 9 i L, QL & £9. Z 9@)2 
ine re = query li, Trx: k2Ói* 9 + $, (W %* #Yy f 2, 2): 
return; lc * xc; 


void solve() ( 
for (int i = 0; i < N; i++) nums[i] = A[i]; 
sort(nums, nums + N); 


iaito; Ü Ns 


for (int i = O; i © M; i++} í 
// ERIL, r) 中 第 k 个 数 
int T s Wil, £= JI + 1, ks Kiila 


int lb = -1, ub = N - 1; 
while (ub - 1b > 1) { 
int ma = (ub + 1b) / 2; 
int c = query(1, r, nums[md], 0, 0, N); 
if te Ss k} Ub = fd; 
else 1b = md; 
} 
printf ("%d\n", nums[ub]); 
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上 面 提 到 的 每 个 节点 维护 一 个 数组 的 线段 树 和 每 个 节点 维护 一 棵 树 的 线段 树 也 叫做 区 域 树 
(Range Tree )。 

如 果 把 数列 qi 考虑 成 平面 上 (aqj) 的 点 列 ， 那 么 上 面 问题 中 的 查询 

。 计 算 区 间 [1, 四 中 不 超过 vy 的 数 的 个 数 

就 可 以 看 成 是 

。 计 算 满 足 1<x<r, y<v 的 点 的 个 数 


这 样 的 查询 。Range Tree 适合 对 适 形 的 区 域 进 行 处 理 。 并 且 ， 和 树 状 数组 一 样 ， 通 过 多 重 误 
套 的 线段 树 也 可 以 实现 高 维度 的 Range Tree。 
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39 4 熟练 掌握 动态 规划 


wE, 我们 将 讨论 更 加 复杂 的 动态 规划 算法 的 问题 。 到 目前 为 止 ， 我 们 都 是 在 对 整数 做 动 
态 规划 。 不 过 ， 我 们 也 可 以 对 整数 之 外 的 复杂 类 型 进行 动态 规划 。 此 外 ， 对 于 一 些 特殊 形式 的 递 
推 式 ， 我 们 还 可 以 利用 其 特殊 性 质 高 效 地 计算 。 


3.4.1 ”状态 压缩 DP 


旅行 商 问题 


给 定 一 个 妹 个 顶点 组 成 的 带 权 有 向 图 的 距离 矩阵 ddj) ( INF 表示 没有 边 )。 要 求 从 顶点 0 出 
发 经 过 每 个 顶点 恰好 一 次 后 再 回 到 顶点 0。 问 所 经 过 的 边 的 总 权重 的 最 小 值 是 多 少 ? 


ARER 


e 2<n<15 


e 0<d(i, j) < 1000 














输出 
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这 个 问题 就 是 著名 的 旅行 商 问题 (TSP, Traveling Salesman Problem )。TSP 问 题 是 NP 困难 的 ， 没 
有 已 知 的 多 项 式 时 间 的 高 效 算 法 可 以 解决 这 一 问题 。 不 过 在 程序 设计 竞赛 中 还 是 有 可 能 出 现 这 种 
范围 较 小 的 题目 的 。 


所 有 可 能 的 路 线 共 有 (n-1)! 种 。 这 是 一 个 非常 大 的 值 ， 即 使 在 本 题 中 已 经 很 小 了 , 仍然 无 法 试 遍 
每 一 种 情况 。 对 于 这 个 问题 ,我 们 可 以 使 用 DP 来 解决 。 首 先 让 我 们 试 着 写 出 它 的 递 推 式 。 


假设 现在 已 经 访问 过 的 顶点 的 集合 ( 起 点 0 当 作 还 未 访问 过 的 顶点 ) 为 9"， 当 前 所 在 的 顶点 为 v， 
用 dp[S][v] 表 示 从 v 出 发 访问 剩余 的 所 有 顶点 ， 最 终 回 到 顶点 0 的 路 径 的 权重 总 和 的 最 小 值 。 由 于 
从 v 出 发 可 以 移动 到 任意 的 一 个 节点 ug S， 因 此 有 如 下 递 推 式 


dp[V][0]=0 
dp[S][v]=min{dp[SU {u} ][u]+d(v,u)lug S} 


我 们 只 要 按照 这 个 递 推 式 进行 计算 就 可 以 了 。 由 于 在 这 个 递 推 式 中 , 有 一 个 下 标 是 集合 而 不 是 普 
通 的 整数 ， 因 此 需要 稍 加 处 理 。 首 先 我 们 试 着 使 用 记忆 化 搜索 求解 。 虽 然 有 一 个 下 标 不 是 整数 ， 
但 是 我 们 可 以 把 它 编码 成 一 个 整数 , 或 者 给 它们 定义 一 个 全 序 关 系 并 用 二 又 搜索 树 存储 ,从 而 可 
以 使 用 记忆 化 搜索 来 求解 。 特 别 地 ,对 于 集合 我 们 可 以 把 每 一 个 元 素 的 选取 与 否 对 应 到 一 个 二 进 
制 位 里 ， 从 而 把 状态 压缩 成 一 个 整数 ， 大 大 方便 了 计算 和 维护 。 


// 输入 
int n; 
int d[MAX_N] [MAX_N]; 


int dp[1 << MAX_N] [MAX_N]; // 记忆 化 搜索 使 用 的 数组 


// 已 经 访问 过 的 节点 集合 为 Ss8， 当 前 位 置 为 v 
int wec(int S, int v} f 
if (dp[S][v] >= 0) ( 
return dp[S] [v]; 
} 


if (S == (1 << m) = 1 && % == 0) { 
// 已 经 访问 过 所 有 节点 并 回 到 0 号 点 
return dp[S][v] = 0; 


) 


int res = INF; 
for (int u = 0; u < ny utt) { 
TE (IS ssw & 1yy í 
// 下 一 步 移动 到 顶点 u 
res = min(res, rec(S | 1 << u, u) + d[v][u]); 
) 
) 
return dp[S][v] = res; 
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void solve() { 
memset (dp, -1, sizeof (dp)); 
printet" Sdm"; reco; 区 好 
) 


这 样 ， 就 可 以 在 O(2” 六 的 时 间 内 完成 计算 。 对 于 不 是 整数 的 情况 ， 很 多 时 候 很 难 确定 一 个 合 ; 
的 递 推 顺序 ， 因 此 使 用 记忆 化 搜索 可 以 避免 这 个 问题 。 不 过 在 这 个 问题 中 ， 对 于 任意 两 个 整数 ; 
和 /1， 如 果 它 们 对 应 的 集合 满足 S(DCcSO， 就 有 ij 和) 户 因此 还 可 以 像 下 面 的 写法 一 样 ， 通 过 循环 求 
出 答案 。 


int dp[1 << MAX_N] [MAX_N]; // DP 数组 


void solve() { 
// 用 足够 大 的 值 初始 化 数组 
E57 (nt 8 = 加 S < 1 << m+ S44) { 
fill(dp[S], dp[S] + n, INF); 
) 
dp[(1 << n) - 1][0] = 0; 


// 根据 递 推 式 依次 计算 
for tint S = (1 << ñ) = 2; S >= 0; S--} { 
for (int v = 0; v < n; V++) { 
for (ine ü = Ü; ú < ñ; VF) Í 
tF (UU 55 G & 195 Y 
dp[S] [v] = min(dp[S] [v], dp[S | 1 << u][u] + d[v] [u]); 
) 
) 
) 
J 


printf("sayn", ap[0][0]); 
} 


像 这 样 针 对 集合 的 DP 我 们 一 般 叫 状态 压缩 DP。 


Travelling by Stagecoach (POJ No.2686 ) 


有 一 个 旅行 家 计划 乘 马 车 旅行 。 他 所 在 的 国家 里 共有 m 个 城市 ， 在 城市 之 间 有 若干 道路 相 
连 。 从 某 个 城市 沿 着 某 条 道路 到 相 邻 的 城市 需要 乘坐 马车 。 而 乘坐 马车 需要 使 用 车 票 ， 每 用 
一 张 车 票 只 可 以 通过 一 条 道路 。 每 张 车 票 上 都 记 有 马 的 匹 数 ， 从 一 个 城市 移动 到 另 一 个 城市 
的 所 需 时 间 等 于 城市 之 间 道 路 的 长 度 除 以 马 的 数量 的 结果 。 这 位 旅行 家 一 共有 n 张 车 票 ， 第 
i 张 车 票 上 的 马 的 匹 数 是 to 一 张 车 票 只 能 使 用 一 次 ， 并 且 换 乘 所 需要 的 时 间 可 以 忽略 。 求 
从 城市 q 到 城市 b 所 需要 的 最 短 时 间 。 如 果 无 法 到 达 城 市 b 则 输出 “Impossible”。 


ARERI 


e ISn<8 
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e 2<m=<30 
e |] <a,b<m (ab) 
e |] </;<10 


。1 夺 道路 的 长 度 <100 











n=2 
m= 4 
a=2 
b=1 

t = (2, 1} 
输出 


3.607 8 Z 39. k 2 Z 3 


虽然 可 以 把 城市 看 作 项 点 , 道路 看 作 边 建 图 , 但 是 由 于 有 车 票 相关 的 限制 , 无 法 直接 使 用 Dijkstra 
算法 求解 。 不 过 , 这 种 情况 下 只 需要 把 状态 作为 项 点, 而 把 状态 的 转移 看 成 边 来 建 图 就 可 以 很 好 
地 避免 这 个 问题 。 


让 我 们 考虑 一 下 “现在 在 城市 v， 此 时 还 剩 下 的 车 票 的 集合 为 98” 这 样 的 状态 。 从 这 个 状态 出 发 ， 
使 用 一 张 车 票 ie 8 移动 到 相 邻 的 城市 x， 就 相当 于 转移 到 了 “在 城市 zx， 此 时 还 剩 下 的 车 票 的 集合 
为 S{i}” 这 个 状态 。 把 这 个 转移 看 成 一 条 边 ， 那 么 边 上 的 花费 是 (v-u 间 道路 的 长 度 )/ii。 按 照 上 述 
方法 所 构 的 图 ， 就 可 以 用 普通 的 Dijkstra 算 法 求解 了 。 


集合 S 使 用 状态 压缩 的 方法 表示 就 可 以 了 。 由 于 剩余 的 车 票 的 集合 S 随 着 移动 元 素 个 数 不 断 变 小 ， 
因此 这 个 图 实际 上 是 个 DAG ( 请 参照 2.5 节 )。 计算 DAG 的 最 短路 不 需要 使 用 Dijkstra 算 法 ,可 以 
简单 地 通过 DP 求解 。 在 这 道 题 中 如 下 图 所 示 。 
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所 在 的 城市 =3 
车 票 ={1} 





终点 
样 例 所 对 应 的 状态 图 


// 输入 

int ay. WW. Qç; Bz 

int t[MAX_N]; 

int d[MAX_M] [MAX_M]; // 图 的 邻接 矩阵 表示 ( 一 1 表示 没有 边 ) 


// dp[S] [v] := 到 达 剩 下 的 车 票 集合 为 S 并 且 现在 在 城市 v 的 状态 所 需要 的 最 小 花费 
double dp[1 << MAX_N] [MAX_M] ; 


void solve() ( 
fór (int i = 0; i < 1 << np i++) í 
fill(dp[i], dp[i] + m, INF); // 用 足够 大 的 值 初始 化 
) 
dp[(1 << m) - 1][a - 1] = 0; 
double res = INF; 
for (int S = (1 << n) = 1; S >= Ü; S=) í 
res = min(res, dp[S][b - 1]); 
for (int y = 0; y < m; vtt) Í 
fox (int í = O; i < ñ; i++) (í 
1E (S > T W Ay 4 
för (int Q = O; W < m wt) A 
if (d[v][u] >= 0) ( 
// 使 用 车 票 1， 从 v 移 动 到 
dp[S& -(1 << i)][u] = min(dp[S & ~(1 << i)][u], dp[S][v] + 
(double)d[v] [u] / t[i]); 


if (res == INF) ( 

// 无 法 到 达 

printf("ImpossibleNn"); 
) else ( 

printf (P”$.3£NITIT . xeB)ji 
) 
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铺 砖 问题 


给 定 nxm 的 格子 ， 每 个 格子 被 染 成 了 黑色 或 者 白色 。 现 在 要 用 1x2 的 砖 块 履 盖 这 些 格子 ， 
要 求 块 与 块 之 间 互相 不 重 登 ， 且 徐 盖 了 所 有 白色 的 格子 ， 但 不 覆盖 任意 一 个 黑色 格子 。 求 一 
共有 多 少 种 履 盖 方法 ， 输 出 方案 数 对 M 取 余 后 的 结果 。 


ARRIR 
e I<n<15 
e l<m15 
| 2< M<10° 








输入 
n= 3 
m= 3 


每 个 格子 的 颜色 如 下 所 示 ( .表示 白色 ，x 表 示 黑 色 ) 





输出 








首先 考虑 一 下 枚 举 所 有 的 解 这 一 方法 。 为 了 不 重复 统计 ,我 们 每 次 从 最 左上 方 的 空格 处 开始 放置 。 
对 于 哪些 格子 已 经 被 覆盖 过 了 ,我 们 只 需要 使 用 一 个 boo] 数 组 来 维护 即 可 ， 按 照 下 面 的 方法 写 就 
可 以 了 。 

// 输入 


int i, m 
bool color [MAX_N] [MAX_M]; // false: @, true: X 


// 现在 查看 的 格子 是 (i ，j)，used 表 示 哪 些 格子 已 经 被 覆盖 过 
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int rec(int i, int j, bool used[MAX_N] [MAX M]) { 
if (j == m) ( 
// 到 下 一 行 
return rec(i + 1, 0, used); 
) 


if (i == n) ( 
// 已 经 覆盖 了 所 有 的 空格 
return 1; 


) 


if tusedtilti] || ecolorf3ji3)y { 
// 不 需要 在 (i，j) 上 放置 砖 块 
return rec(i, j + 1, used); 

) 


// 尝试 2 种 放 法 
int res = 0; 
used[i] [j] = true; 


// 横着 放 

if (j + 1 < m && !used[i][j + 1] && !color[i][j + 1]) { 
used[i][j + 1] = true; 
res += rec(i, j + 1, used); 
used[i][j + 1] = false; 

) 


// 竖 着 放 

if (i + 1 < n && !used[i + 1][j] && !color[i + 1][j]) ( 
used[i + 1][j] = true; 
res += rec(i, j + 1, used); 
used[i + 1][j] = false; 

) 


used[i] [j] = false; 
return res $% M; 


} 


void solve() { 
bool used[MAX_N] [MAX_M] ; 
memset (used, 0, sizeof (used)); // 初始 化 为 false 
printf ("%d\n", rec(0, 0, used)); 

f 


这 个 方法 当然 无 法 在 规定 时 间 内 求 出 答案 。 而 且 ， 递归 函数 的 参数 共有 nxmx2™ 种 可 能 ， 也 无 法 
使 用 记忆 化 搜索 求解 。 


但 是 仔细 思考 后 会 发 现 ， 实 际 上 参数 并 没有 那么 多 种 可 能 。 首 先 ， 由 于 黑色 的 格子 不 能 被 覆盖 ， 
因此 used 里 对 应 的 位 置 总 是 false。 对 于 白色 的 格子 ， 如 果 现 在 要 在 (i, 站 位 置 上 放置 砖 块 ， 那么 由 
于 总 是 从 最 左上 方 的 可 放 的 格子 开始 放置 ， 因 此 对 于 (i p )<(i, j 按 字典 序 比较 ) 的 (i' 产 ) 总 有 
used[i'][7']=true 成 立 。 
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此 外 ,由 于 砖 块 的 大 小 为 1x*2， 因 此 对 于 每 一 列 j 在 满足 (i,j") 三 (i, 让 的 所 有 i 中 ,除了 最 小 的 i 之 外 
都 满足 used[i"][D']=false。 因 此 , 不 确定 的 只 有 每 一 列 里 还 没 查询 的 格子 中 最 上 面 的 一 个 , 共 m 个 。 
从 而 可 以 把 这 m 个 格子 通过 状态 压缩 编码 进行 记忆 化 搜索 ， 复 杂 度 为 O(nxmx2”)。 按 照 之 前 的 状 
态 压 缩 DP 的 写法 就 得 到 了 下 面 的 程序 。 


当前 处 理 的 格子 





这 个 部 分 一 定 


int dp[2] [1 << MAX_M]; // DP 数组 (滚动 数组 循环 利用 ) 


void solve() ( 
166 cre = DIO *next = ap[1l]; 
ert[0] = 1; 
fòr (int i= m = 1y £ >= 0; 3-=) { 
for (ine J = m = Í; 3 Sm ds Jes Ç 
for (int used = 0; used < 1 << m; used++) ( 
if ((used >> j & 1) || color[i][j]) { 
// 不 需要 在 (i，j) 放 置 砖 块 
next [used] = crt[used & ~(1 << j)]; 
) else { 
// 尝试 2 种 放 法 
int res = 0; 
// 横着 放 
if (j + 1 < m && !(used >> (j + 1) & 1) && !color[i][j + 1]) ( 
res += crt[used | 1 << (j + 1)]; 
) 
// 竖 着 放 
if (3 + 1 < ñ && teolopli + 1)ij]) í 
res += crt[used | 1 << j]; 
) 
next[used] = res % M; 
) 
} 
swap (crt, next); 
} 
} 
了 
} 
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记 反 完全 本 好 的 相 罗 — — 
上 面 的 铺 砖 方案 ,用 图 论 的 语言 来 说 就 是 一 个 完美 匹配 。 完 美 匹配 的 个 数 虽然 可 以 像 上 面 一 
样 使 用 状态 压缩 DP 求解 ， 但 是 复杂 度 是 指数 级 别 的 ， 如 果 问 题 的 规模 较 大 则 无 法 求解 。 实 
际 上 ,平面 图 的 完美 匹配 的 个 数 可 以 在 多 项 式 时 间 内 求解 ,所 以 这 个 问题 也 可 以 高 效 地 求解 。 
有 兴趣 的 读者 可 以 试 着 思考 看 看 。 





34.2 JERIT 


辈 波 那 契 数列 
裴 波 那 契 数列 是 由 如 下 递 推 式 定义 的 数列 
Fo=0 


F =1 
F, =Fee tik 


求 这 个 数列 第 nn 项 的 值 对 104 取 余 后 的 结果 。 


ARERI 


e 0<n=10!° 








通过 逐 项 计算 这 个 弟 推 式 ， 可 以 在 O(n) 的 时 间 内 算出 答案 ， 不 过 这 个 算法 效率 太 低 了 。 对 于 n 的 
规模 如 此 之 大 的 题目 应 该 如 何 求解 呢 ?” 可 能 有 人 会 认为 通过 递 推 式 求 出 通 项 , 就 可 以 求解 了 。 可 
是 斐 波 那 契 数列 的 通 项 公式 是 


S I+ s (1-457 

© all 2 2 
由 于 式 中 包含 无 理 数 ， 无 法 简单 求 得 模 10' 之 后 的 结果 。 况 且 ， 在 其 他 问题 中 有 一 些 很 难 直接 求 
得 通 项 公式 。 不 过 这 些 情况 都 可 以 不 求 出 通 项 ， 而 用 和 矩阵 高 效 地 求 出 第 n 项 的 值 。 
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首先 , 我们 先 介绍 一 下 对 于 斐 波 那 契 数列 应 该 如 何 求解 。 把 斐 波 那 契 数列 的 递 推 式 表示 成 矩阵 就 
得 到 了 下 面 的 式 子 


Paa 


记 这 个 矩阵 为 4， 则 有 


(aael 

=Á = A" 

P, F, 0 

因此 只 要 求 出 4" 就 可 以 求 出 了 。 关 于 4" 的 计算 可 以 参考 2.6 节 里 的 快速 短 运 算 ， 在 O(logn) 时 间 
里 求 出 第 n 项 的 值 。 


// F|—#ivector k K +E 
typedef vector<int> vec; 
typedef vector<vec> mat; 
typedef long long 11; 


const int M = 10000; 


// 计算 ArB 
mat mul(mat &A, mat&B) ( 
mat C(A.size(), vec(B[0].size())); 
for linte i= D; i < AQ.sS2zelk: AFN f 
for (int k = 0; k < B.size(); k++) { 
for (inE j = Oy j < 810]-sizel)y J++) { 


C[32] [3] = YC * ALEJ ik] * B[K] [3]) % WN; 
) 
) 
) 
return C; 
) 
// 计算 A^n 
mat pow(mat A, 11 n) { 
mat B(A.size(), vec(A.size())); 
for (int i = 0; i < A.size(); i++) { 
B[1] [i] = 1; 


) 

while (n > 0) ( 
if (ü & 2) B = mulia, AJ); 
A = mul(A, A); 
n >>= 1; 

} 


return B; 


34 熟练 掌握 动态 规划 — 201 


// 输入 
11 n; 


void solve() ( 
mat A(2, vec(2)); 
A[0][0] = 1; A[01[11 
A[1][0] = 1; A[1] [1] 
A = pow(A, n); 
printf ("sd\n", A[1][01):; 
} 


d4 
0; 


更 一 般 地 ， 对 于 mm 项 递 推 式 ， 如 果 记 递 推 式 为 


n+m bl l b, a n+m-1 
n+m-1 1 0 Antm-2 
a 0 1 OJ a, 


通过 计算 这 个 矩阵 的 zx 次 震 ， 就 可 以 在 Oo log n) 的 时 间 内 计算 出 第 n 项 的 值 。 不 过 ， 如 果 递 推 式 
里 含有 常数 项 则 稍微 复杂 一 些 ， 需 变 成 如 下 形式 


ba = A G efa 


n+m n+m—l 

G,,m-1 1 es. Ü 0 0 Cn+m-2 
üa 0 0 O| a, 
1 0 0 1 





专栏 更 快 地 计算 递 推 式 yx 
事实 上 ， 要 求 丸 项 递 推 式 的 第 寻 项 的 值 可 以 不 使 用 托 阵 ， 而 是 使 用 初 项 的 线性 表示 ， 通 过 快 
ÈRE Om log 站 的 时 间 内 求 出 答案 。 有 兴趣 的 读者 可 以 试 着 思考 看 看 。 
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Blocks (POJ No.3734) 


给 定 N 个 方块 排 成 一 列 。 现 在 要 用 红 、 蓝 、 绿 、 黄 四 种 颜色 的 油漆 给 这 些 方块 染色 。 求 染 成 
红色 的 方块 和 染 成 绿色 的 方块 的 个 数 同时 为 偶数 的 染色 方案 的 个 数 ,输出 对 10007 取 余 后 的 


ERER 


e 1<N<10° 

















输出 
6 ( 红 红 、 蓝 蓝 、 蓝 黄 、 绿 绿 、 黄 蓝 、 黄 黄 ) 





让 我 们 试 着 从 左边 开始 依次 染色 。 设 染 到 第 i 个 方块 为 止 , 红 绿 都 是 偶数 的 方案 数 为 a;， 红 绿 恰 有 
一 个 是 偶数 的 方案 数 为 户 ， 红 绿 都 是 奇数 的 方案 数 为 cj。 这 样 ， 染 到 第 计 1 个 方块 为 止 ， 红 绿 都 是 
偶数 的 方案 数 有 如 下 两 种 可 能 
m 到 第 i 个 方块 为 止 红 绿 都 是 偶数 ， 并 且 第 it1 个 方块 染 成 了 蓝 色 或 者 黄色 
m 到 第 i 个 方块 为 止 红 绿 恰 有 一 个 是 奇数 ， 并 且 第 计 1 个 方块 染 成 了 奇数 个 对 应 的 那 种 颜色 ， 因 此 

有 如 下 递 推 式 

ap=2xa;tb; 

同样 地 ， 有 


bp=2xa;+2xb+2xc; 
CHI=D 寺 2xci 
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把 ws bi, cj 的 递 推 式 用 矩阵 表示 如 下 


Qi 2 1 OY/a, 
ba |=|2 2 215 
Sa 0 1 26 

因此 就 有 
a) (2 1 fa) 2 1 oY 
b = 2 2 2] b |=12 2 20 
ë, 0 1 2) 6 0 1 2)\0 


这 样 ， 用 和 之 前 一 样 的 方法 计算 矩阵 的 寡 就 可 以 求 出 这 个 问题 的 答案 了 。 








// 输入 
int N; 


void solve() ( 
mat A(3, vec(3)); 


AF016) = 2; A[T011I1] = Ly, A[01[23J = 0; 
A[1][0] = 2; A[1][1] = 2; A[1][2] = 2; 
A[2][0] = 0; A[2][1] = 1; A[21[2] = 2; 


A = pow(A, N); 
printf("%dVn", A[0][0]); 


图 中 长 度 为 K 的 路 径 的 计数 
定 一 个 n 个 顶点 ， 边 长 为 1 的 有 向 图 的 邻接 矩阵 。 求 这 个 图 里 长 度 为 大 的 路 径 的 总 数 。 路 
中 同一 条 边 允 许 通 过 多 次 。 
AORERE 


e ] <n<100 
e 1<k=<10 


-0 
¿ 
4 
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输出 


6 X 2 =A, 234, BMA M, Aaa 





假设 从 u 出 发 ， 到 v 的 长 度 为 的 路 径 的 总 数 为 Gx[u][v]。 首 先 ， 厂 1 时 值 和 边 数 相等 ， 因 此 Gi 就 等 
于 图 的 邻接 矩阵。 假设 我 们 已 经 得 到 了 G, 和 G,, > MÆ 


G, a [uv] = È G, [u][w]xG, [wllv] 
表示 成 矩阵 的 积 的 形式 即 为 
Grik = G, G, 


KE, UMEARI AE KO Hi 


这 个 算法 的 复杂 度 是 O0z log n)。 


Matrix Power Series (POJ No.3233) 
给 定 nxn 的 矩阵 4 de iE 32 3⁄4 kom REE ARR, 


S=A+A?>+- +A 


输出 8 的 各 元 素 对 M 取 余 后 的 答案 。 


ARER 
e l<n<30 
e 1<k=10 


。1<M<10 
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输入 

n=2 

k = 2 

M= 4 

A. s CO, ly, Cly LFF 
输出 


{{1, 2), (2, 3)) 


nxn E Eñ hEn[ ili PFIR2ESEZEO(n log 甩 的 时 间 内 求 出 。 BE, AHHoRAU ASK E, ME 
累 乘 和 。 如 果 按 顺序 逐个 加 起 来 ， 复 杂 度 就 变 成 了 O(2 月 。 要 计算 寡 的 和 ， 只 需 按照 如 下 方法 计 
算 就 可 以 了 ( /是 nxn 的 单位 矩阵 )。 


出 
Il 
此 时 ， 如 果 令 


SEHA +A 


JETE 


Wk, AHAAA EKRE OR HA RRA EARE AO log 月。 


// 输入 
int p, k; 
mat A; 





void solve() ( 
aE Bin * 2, neem * 2); 
for (int y =. 0y 1 < phi ie) 4 
for (int j = 0; j < ñ; j++) A 
B[323[3 = ALIGI 
) 
B[n + i][i] = B[n + i][n + i] = 1; 
) 
B = pow(B, k + 1); // I+A+A^2+...+A^k 
for (int i = 0p 3 < ñ; i++) Á 
for (ine 3 = 07 J < mu ji) ( 
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int a = B[n + i][j] % M; 


// 减 去 I 
if (i == j) a = (a + M - 1) % M; 
printf("%d%c", a, j + 1 == n ? 'An' : ' '); 
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Minimizing Maximizer (POJ No.1769 ) 


Maximizer 是 一 个 接受 hn 个 数 作 为 输入 ， 并 输出 它们 的 最 大 值 的 装置 。 这 个 装置 由 加 个 叫做 
Sorter 的 装置 依次 连接 而 成 。 第 上 个 Sorter 把 第 k-1 个 Sorter 的 输出 作为 输入 ， 然 后 将 第 s, 
到 第 个 值 进 行 排序 后 ， 保 持 其 余部 分 不 变 输 出 。Maximizer 的 输入 就 是 第 一 个 Sorter 的 输 
入 ， 最 后 一 个 Sorter 输出 的 第 n 个 值 就 是 Maximizer 的 输出 。 从 组 成 Maximizer 的 Sorter 中 
去 掉 几 个 之 后 ，Maximizer 有 可 能 还 可 以 正常 工作 。 现 在 给 定 Sorter 的 序列 ， 求 其 中 的 最 短 
的 一 个 子 序列 ( 可 以 不 连续 ) 使 得 Maximizer 仍然 可 以 正常 工作 。 


限制 条 件 

e 2<n< 50000 
e | <m< 500000 
° ] Ss<t,<n 





j = (020. 30); Cls TO (30, 20k; 420, 30); (TS, 25); (30, M0]3 


输出 


4( 由 2，3，4，6 号 的 Sorter 组 成 的 子 序列 ) 
首先 , 我 们 考虑 一 下 在 什么 样 的 情况 下 可 以 正常 工作 。 假设 输 入 的 第 个 数 是 应 该 输出 的 最 大 值 。 
此 时 ， 在 第 一 个 满足 w 和 ji 生 4 的 Sorter 的 输出 中 ， 这 个 值 被 移动 到 了 第 # 个 位 置 。 


接 下 去 ,在 第 一 个 满足 sw 且 k'>k 的 Sorter 的 输出 中 ， 这 个 值 又 被 移动 到 了 第 个。 不断 重 
复 这 样 的 操作 ， 如 果 最 后 可 以 被 移动 到 第 个， 那么 就 表示 Maximizer 可 以 正常 工作 。 
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FEB 


š | 一 输出 


i=12 的 情况 


从 这 个 图 中 也 里 可 以 看 出 ， 只 要 对 去 1 的 情况 可 以 正常 工作 ， 那 么 对 于 任意 的 ;都 可 以 正常 工作 。 
因此 ， 我 们 不 妨 假设 输入 的 第 一 个 数 是 应 该 输出 的 最 大 值 ， 然 后 考虑 如 下 DP。 


dp[i][]:= 到 第 i 个 Sorter 为 止 ， 最 大 值 被 移动 到 第 j 个 位 置 所 需要 的 最 短 的 子 序列 的 长 度 
( INF 表 示 不 存在 这 样 的 序列 ) 


dO = 0 
dp[0][j] = INF(j > )) 
dolj, # j) 


dli + Lj] = re j),min(ap[i]|[7']| s, < j’ < t} +1)( = j) 


由 于 这 个 DP 的 复杂 度 是 O(nm) 的 ， 仍 然 无 法 在 规定 时 间 内 求 出 答案 。 但 是 对 于 1 去 时 有 dp[it1] 
四 = 加 中 中。 如 果 我 们 使 用 同一 个 数组 不 断 对 自己 更 新 又 会 怎么 样 呢 ? 
dp[ 站 := 最 大 值 被 移动 到 第 j 个 位 置 所 需要 的 最 短 的 子 序列 的 长 度 (TNF 表示 不 存在 这 样 的 
序列 ) 
进行 如 下 初始 化 : dp[1]=0, dp[j]:=INF (j>1) 
对 于 每 个 :， 这 样 更 新 
dp[t;i}=min(dp[t;] min {dp ]|siSj'S ti}+1) 
这 样 ， 对 于 每 个 ;都 只 需 更 新 一 个 值 就 可 以 了 。 但 是 可 能 会 认为 求解 最 小 值 时 ， 最 坏 情 况 下 仍然 
要 O(n) 的 时 间 , 最 后 复杂 度 还 是 O(nm)。 不 过 ,如 果 使 用 之 前 介绍 的 线段 树 来 维护 , 就 可 以 在 O(m 
log n) 的 时 间 内 求解 了 。 
// 输入 
int n, m; 
int s[MAX_M], t[MAX_M]; 


int dp[MAX_N + 1]; // DP 数组 


void solve() ( 
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rmq_init(n); // 初始 化 线段 树 

fill(dp, dp + n + 1, INF); 

dp[1] = 0; 

update(1, 0); 

for (int i= 0; i < m; i++) { 
int v = min(dp[t[i]], query(s[i], t[i] + 1) + 1); 
dp[t[i]] = v; 
update(t[i], v); 

g 

printf("%d\n", dp[n]); 


有 时 ， 选 择 合适 的 数据 结构 对 DP 进 行 优化 ， 可 以 降低 计算 的 复杂 度 。 
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sseeeeeeseeeeeeeseeeseeseseeeeeesssesessesesesseseeesssesseeessssseesessssseseeeeeeeeseeseeseeeseegsseee 


eeeeseeseeeessseeesesesseseesseseseesseeeeessssesesesesseseseeseesesseeseseeseseeseesseseesseeeseee 


喇 本 节 将 围绕 最 大 流 和 最 小 费用 最 大 流 等 问题 , 介绍 图 上 的 网 络 流 。 网 络 流 具 有 各 种 各 样 的 性 质 
和 应 用 ， 程 序 设计 竞赛 当中 也 常 出 现 相关 的 题目 。 


3.5.1 最 大 流 


最 大 传输 量 


网 络 中 有 两 台 计 算 机 8 和 1 现在 想 从 8 传输 数据 到 如 该 网 络 中 一 共有 N 台 计算 机 ， 其 中 一 
些 计 算 机 之 间 连 有 一 条 单 向 的 通信 电缆 , 每 条 通信 电缆 都 有 对 应 的 1 秒 钟 内 所 能 传输 的 最 大 
数据 量 。 当 其 他 计算 机 之 间 没 有 数据 传输 时 ， 在 1 秒 钟 内 8 最 多 可 以 传送 多 少数 据 到 t? 








把 计算 机 当 作 顶点 , 把 连接 计算 机 的 通信 电缆 当 作 边 , 就 可 以 把 这 个 网 络 当 作 一 个 有 向 图 来 考虑 了 。 
图 中 的 每 条 边 eE E 都 有 对 应 的 最 大 可 能 的 数据 传输 量 c(e)。 这 样 ， 就 可 以 把 问题 转 为 如 下 形式 。 
m 记 每 条 边 对 应 的 实际 数据 传输 量 为 Re)。 
m 传输 量 应 该 满足 如 下 限制 。 

0=</(e)<c(e) 
m 数据 在 传输 过 程 中 既 不 会 增加 也 不 会 减少 ， 收 到 的 数据 量 和 发 出 的 数据 量 应 该 相等 。 


对 任意 ve Ns, VA D eso f(@)= earn O 
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= 目标 是 最 大 化 从 * 发 出 的 数据 量 Se Fles 


我 们 称 使 得 传输 量 最 大 的 为 最 大 流 ， 而 求解 最 大 流 的 问题 为 最 大 流 问题 。 此 外 ， 我 们 称 c 为 边 的 
容量 ， 为 边 的 流量 ，* 为 源 点 (source)， 为 汇 点 (sint)。 那 么 ， 这 个 问题 应 该 如 何 求解 呢 ? 首先 考 
虑 下 面 这 样 的 贪心 算法 。 

(1) 找 一 条 s 到 :的 只 经 过 fe)<c(e) 的 边 的 路 径 ; 

(2) 如 果 不 存在 满足 条 件 的 路 径 , 则 结束 算法 。 否则 , 沿 着 该 路 径 尽 可 能 地 增加 c(e), 返回 第 (1) 步 。 


将 该 算法 运用 于 样 例 ， 就 得 到 了 如 下 结果 。 


沿 着 s 一 1 一 3 一 t 
传输 5 








找 不 到 满足 条 件 的 路 
径 了 ， 一 共 传输 了 10 


那么 , 这样 所 得 到 的 是 最 大 流 吗 ?事实 上 ， 如 果 采 用 下 图 所 示 的 方案 ， 可 以 得 到 更 优 的 结果 , 于 
是 可 以 知道 这 个 贪心 算法 是 不 正确 的 。 
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那么 ， 贪 心算 法 得 到 的 结果 是 10， 而 上 图 得 到 的 结果 是 11。 为 了 找 出 二 者 的 区 别 ， 不 妨 来 看 看 它 
们 的 流量 的 差 。 








通过 对 流量 的 差 的 观察 可 以 发 现 ， 我 们 通过 将 原先 得 到 的 流 给 推 回去 ( 图 中 的 -1 部 分 )， 而 得 到 
了 新 的 流 。 因 此 ， 可 以 试 着 在 之 前 的 贪心 算法 中 加 上 这 一 操作 ， 将 算法 进行 如 下 改进 。 


(1) 只 利用 满足 f(e)<c(e) 的 e 或 者 满足 f(e)>0 的 e 对 应 的 反 向 边 rev(e)， 寻 找 一 条 s 到 的 路 径 。 
(2) 如 果 不 存在 满足 条 件 的 路 径 ， 则 结束 。 否 则 ， 沿 着 该 路 径 尽 可 能 地 增加 流 ， 返 回 第 (1) 步 。 


再 将 改进 后 的 贪心 算法 运用 于 样 例 。 


找 不 到 满足 条 件 的 路 径 了 ， 
一 共 传 输 了 11 








这 样 就 得 到 了 11 这 一 结果 。 那 么 , 这 个 算法 总 能 求 得 最 大 流 吗 ? 答案 是 肯定 的 。 我 们 将 在 下 一 小 
节 通 过 最 小 割 来 说 明 这 一 点 。 上 面 这 个 求解 最 大 流 的 算法 叫做 Ford-Fulkerson 算 法 。 另 外 ,我 们 
称 在 (1") 中 所 考虑 的 f(e)<c(e) 的 e 和 满足 f(e)>0 的 e 对 应 的 反 向 边 rev(e) 所 组 成 的 图 为 残余 网 络 , 并 称 


残余 网 络 上 的 s-! 路 径 为 增 广 路 。 
下 面 是 一 个 Ford-Fulkerson 算 法 的 邻接 表 实 现 的 例子 。 这 里 没有 保存 f(e) 的 值 ， 取 而 代 之 的 是 直接 
改变 c(e) 的 值 。 

// 用 于 表示 边 的 结构 体 ( 终点 、 容 量 、 反 向 边 ) 


struct edge { int to, cap, rev; }; 


vector<edge> G[MAX_V]; // 图 的 邻接 表 表 示 
bool used[MAX_V]; // DFS 中 用 到 的 访问 标记 
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// 向 图 中 增加 一 条 从 s 到 ft 容 量 为 cap 的 边 
void add_edge(int from, int to, int cap) { 
G[from] .push_back( (edge) (to, cap, G[to].size())); 
G[to] .push_back( (edge) (from, 0, G[from].size() - 1)); 
) 


// 通过 DFS 寻 找 增 广 路 
ine dEs(int v, inb t, dot £) { 


if (v == t) return f; 
used[v] = true; 
for (int i = 0; i < G[v].size(); i++) { 


edge &e = G[v] [i]; 
if (!used[e.to] && e.cap > 0) { 
int d = dfs(e.to, t, min(f, e.cap)); 


if (A0 4 
e.cap -= d; 
G[e.to][e.rev].cap += d; 
return d; 
} 
J 
1 
return 0; 


) 


// 求解 从 s 到 t 的 最 大 流 
int max_flow(int s, int t) { 
int flow = 0; 
for (ai) 4 
memset (used, 0, sizeof (used)); 
int f = dEs(s, t, INF); 
if (f == 0) return flow; 
flow += f; 
) 
) 


记 最 大 流 的 流量 为 F， 那 么 Ford-Fulkerson 算 法 最 多 进行 F 次 深度 优先 搜索 ， 所 以 其 复杂 度 为 
OFE) Pit, 这 是 一 个 很 松 的 上 界 ， 达 到 这 种 最 坏 复杂 度 的 情况 几乎 不 存在 。 所 以 在 多 数 情况 
下 ， 即 便 通过 估算 得 到 的 复杂 度 偏 高 ， 实 际 运 用 当中 也 还 是 比较 快 的 。 


3.5.2 ”最 小 割 


为 了 证 明 Ford-Fulkerson 算 法 所 求 得 的 确实 是 最 大 流 ， 我 们 首先 介绍 割 这 一 概念 。 所 谓 图 的 割 ， 
指 的 是 对 于 某 个 顶点 集合 SEV， 从 S 出 发 指向 S 外 部 的 那些 边 的 集合 ， 记 为 割 ($, VS)。 这 些 边 的 
容量 之 和 被 称 为 割 的 容量 。 如 果 有 sES， 而 !E JS， 那么 此 时 的 割 又 称 为 -而 |。 如 果 将 网 络 中 s-t 
割 所 包含 的 边 都 删 去 ， 也 就 不 再 有 从 s 到 ;的 路 径 了 。 因 此 ， 可 以 考虑 一 下 如 下 问题 。 


对 于 给 定 网 络 ， 为 了 保证 没有 从 s 到 1 的 路 径 ， 需 要 删 去 的 边 的 总 容量 的 最 小 值 是 多 少 ? 
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最 小 割 
该 问题 又 被 称 为 最 小 割 问题 。 事 实 上 ， 这 个 问题 与 之 前 的 最 大 流 问 题 有 着 很 深 的 联系 。 


首先 ,让 我 们 来 考虑 一 下 任意 的 s- 流 /和 任意 的 s- 击 |(S, V\S)。 因 为 有 (的 流量 )=(s 的 出 边 的 总 流量 )， 
而 对 "ES{s} 又 有 (的 出 边 的 总 流量 )=(* 的 入 边 的 总 流量 )， 所 以 有 (的 流量 )=($ 的 出 边 的 总 流 
量 )-($ 的 人 边 的 总 流量 )。 由 此 可 知 (的 流量 )<( 割 的 容量 )。 


接 下 来 , 让 我 们 来 考虑 通过 Ford-Fulkerson 算 法 所 求 得 的 流 f'。 记 流 f' 对 应 的 残余 网 络 中 从 s 可 达 的 
顶点 v 组 成 的 集合 为 5, 因为 f' 对 应 的 残余 网 络 中 不 存在 s-! 路 径 , 因此 (5, V\5) 就 是 一 个 s-f 仙 |。 此外， 
根据 S 的 定义 ， 对 包含 在 割 中 的 边 e 应 该 有 f'(e)=c(e)， 而 对 从 VS 到 S 的 边 e 应 该 有 f'(e)=0。 因 此 ， 
(的 流量 )=(S 的 出 边 的 总 流量 )-(S 的 人 边 的 总 流量 )=( 割 的 容量 )， 再 由 之 前 的 不 等 式 可 以 知道 ， 
了 " 即 是 最 大 流 。 


于 是 我 们 证 明了 Ford-Fulkerson 算 法 的 正确 性 。 同 时 还 推导 出 了 最 大 流 等 于 最 小 割 这 一 重要 性 质 。 
该 性 质 又 被 称 为 最 大 流 最 小 割 定 理 。 根 据 该 定理 , 我 们 就 可 以 直接 利用 求解 最 大 流 问题 的 算法 来 
求解 最 小 割 问题 了 。 事 实 上 ， 也 常会 遇 到 将 问题 规约 到 图 的 最 小 割 来 求解 的 题目 。 此 外 ,由 
Ford-Fulkerson 算 法 的 正确 性 可 以 知道 ， 如 果 所 有 边 的 容量 都 是 整数 ， 那 么 最 大 流 和 最 小 割 也 是 
整数 。 





=s 多 个 源 点 和 汇 点 的 情况 


我 们 已 经 介绍 了 如 何 求解 恰 有 一 个 源 点 和 一 个 汇 点 的 网 络 流 。 那 么 , 如 果 有 多 个 源 点 和 汇 点 ， 
并 且 它 们 都 有 对 应 的 最 大 流出 容量 和 流入 容量 限制 时 该 怎么 做 呢 ? 答案 很 简单 ,只 要 增加 一 
个 超级 源 点 s 和 一 个 超级 汇 点 1, 从 8 向 每 个 源 点 连 一 条 容量 为 对 应 最 大 流出 容量 的 边 , 从 每 
个 汇 点 向 ! 连 一 条 容量 为 对 应 最 大 流入 容量 的 边 。 不 过 ， 如 果 源 和 汇 之 间 存 在 对 应 关系 (从 
不 同 源 点 流出 的 流 要 流入 指定 的 汇 点 ) 时 ， 是 无 法 这 样 求解 的 。 这 种 情况 被 称 为 多 物 网 络 流 
问题 ， 尚 未 有 已 知 的 高 效 算法 ， 这 类 问题 也 几乎 不 会 出 现在 程序 设计 竞赛 当中 。 
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下 面 来 考虑 无 向 图 的 情况 。 此 时 的 容量 表示 的 是 两 个 方向 流量 之 和 的 上 界 。 不 过 ， 如 果 两 个 
方向 都 有 流量 ， 则 与 它们 相互 抵消 之 后 是 等 价 的 ， 所 以 可 以 知道 最 大 流 中 没有 必要 在 两 个 方 
向 都 有 流量 。 因 此 把 无 向 图 中 容量 为 c 的 一 条 边 当 作 有 向 图 中 两 个 方向 各 有 一 条 容量 为 c 的 
两 条 边 ， 就 能 够 得 到 同样 的 结果 


下 


图 中 不 光 边 上 有 容量 限制 ,途中 经 过 的 顶点 也 有 总 流入 量 和 总 流出 量 的 限制 的 情况 应 该 如 
何 处 理 呢 ? 此 时 ,我 们 可 以 把 每 个 顶点 拆 成 两 个 。 拆 点 之 后 得 到 入 顶点 和 出 顶点 ， 将 指向 
原先 顶点 的 边 改 成 指向 入 顶点 ， 将 从 原先 顶点 指出 的 边 改 成 从 出 顶点 指出 。 并 且 ， 再 从 入 
顶点 向 出 顶点 连 容量 为 原先 顶点 容量 的 边 ,就 可 以 把 顶点 上 的 容量 限制 转 为 边 上 的 容量 限 
制 了 。 


m 无 向 图 的 情况 


m 顶点 上 也 有 容量 限制 的 情况 


m 有 最 小 流量 限制 的 情况 
接 下 来 ， 我 们 考虑 一 下 不 光 有 最 大 流量 限制 c(e)， 还 有 最 小 流量 限制 b(e) 的 情况 (b(e)<<f(e) 


<c(e)). 令 f'(e)=f(e)-ble)， 就 可 以 转 为 只 有 最 大 流量 限制 0<f'(e) 志 c(e)-b(e) 的 情况 。 而 此 
时 顶点 对 应 的 总 流入 量 和 总 流出 量 的 关系 变 为 


Df'(e)+b(e)= > f'(e)+b(e) 


eed (v) æð, (v) 


这 可 以 看 作 是 有 一 个 最 大 流出 量 为 了 (,b(e) 的 源 点 和 一 个 最 大 流入 量 为 Zes w ble) 的 汇 
点 与 之 相连 。 于 是 ， 可 以 增加 新 的 源 点 8 和 汇 点 T， 对 于 每 条 边 e=(u,v), Z c'(e)=c(e)-b(e)， 
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并 从 $ 向 y 连 一 条 容量 为 je) 的 边 ， 从 u 向 了 连 一 条 容量 为 b(e) 的 边 ， 并 从 5 向 s 连 一 条 容 
量 为 四 的 边 ， 从 1 向 了 连 一 条 容量 为 四 的 边 ， 这 样 就 转 为 了 没有 最 小 流量 限制 的 情况 。 如 果 
新 图 中 从 S 到 了 的 最 大 流 流 量 为 已 ， 那 么 原 图 中 的 最 大 流 流量 为 FF- Ze be) 。 不 过 ， 原 
图 的 下 限 限 制 未 必 能 够 满足 时 ， 应 该 在 8 与 S、7 与 1 之 间 连 边 之 前 , 检查 从 5 到 了 T 了 的 最 大 流 
流量 是 否 为 也 sb(e) 。 如 果 不 是 满 流 ， 则 原 上 下 界 网 络 流 问题 没有 可 行 解 。 


O © © 





m 图 发 生 部 分 变化 的 情况 


在 某 些 问题 中 ， 求 完 某 个 图 的 最 大 流 之 后 ， 需 要 对 原 图 中 的 一 部 分 做 一 些 变 化 ， 再 对 新 图 求 
最 大 流 。 这 种 情况 下 ， 有 时 不 需要 重新 计算 最 大 流 ， 而 可 以 重复 利用 前 一 步 的 结果 ， 高 效 地 
求 出 新 的 最 大 流 。 


首先 ， 让 我 们 来 考虑 边 e=(u,v) 的 容量 增加 的 情况 。 回 想 一 下 之 前 最 大 流 的 算法 就 会 知道 , 通 
过 在 任意 的 非 最 大 流 f 上 不 断 寻 找 增 广 路 增 广 就 能 得 到 最 大 流 。 因 此 ， 只 要 在 原 图 的 最 大 流 
了 的 基础 上 ， 不 断 寻 找 增 广 路 增 广 ， 就 可 以 求 得 新 图 的 最 大 流 。 当 有 多 条 边 的 容量 同时 增加 
的 情况 也 一 样 ， 可 以 在 原 图 的 流 的 基础 上 进行 求解 。 


接 下 来 ， 让 我 们 来 考虑 一 下 边 e=(u,v) 的 容量 减 小 1 的 情况 。 如 果 原 图 的 最 大 流 中 , 有 f(e) 
<c(e)-1 的 话 ， 那么 它 也 是 新 图 的 最 大 流 。 否 则 ， 如 果 He)=c(e)， 为 了 让 新 图 满足 流量 限 
制 ， 需 要 将 多 出 部 分 的 流 退 回去 。 假 如 j 的 残余 网 络 中 存在 从 1 到， 的 路 径 ， 那 么 就 可 以 ， 
沿 这 条 路 径 增 广 1 并 把 f(e) 减 小 1， 而 保持 最 大 流 流 量 不 变 。 否 则 ， 需 要 找 v 和 u—s 
的 路 径 ， 沿 它们 增 广 1 并 把 f(e) 减 小 1 之 后 ， 最 大 流 流量 也 减 小 1。 当 有 多 条 边 的 容量 同 
时 减 小 或 减 小 量 不 止 1 时 ,也 可 以 类 似 处 理 。 在 求 字典 序 最 小 的 最 大 流 之 类 的 问题 中 会 用 
到 这 种 技巧 。 


m 容量 为 负数 的 情况 


虽然 在 网 络 流 问 题 中 ,通常 不 会 有 容量 为 负数 的 边 。 但 是 将 问题 转化 为 最 小 割 时 ， 有 可 能 出 
现 容量 为 负数 的 边 。 一 般 情况 下 ,我们 不 能 利用 最 大 流 算法 来 求解 包含 负 容量 边 的 图 的 最 小 
2], 也 没有 已 知 的 有 效 算法 。 但 有 些 情况 下 ， 可 以 采取 适当 的 变形 而 避免 出 现 负 容量 边 。 这， 
类 例子 可 以 参考 3.7 节 的 Wi-fi Towers 等 问题 。 
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专栏 更 高 效 的 最 大 流 算法 n ee 
之 前 介绍 的 Ford-Fulkerson 算法 的 复杂 度 为 O(FIE|)。 大 多 数 情 况 下 ， 这 个 算法 已 经 足够 高 效 
Y. 但 当 顶 点 数 或 最 大 流 流量 非常 大 时 ,这 个 算法 就 显得 不 够 快 了 。 事实 上 ,还 有 许 许多 多 
不 同 的 求解 最 大 流 问 题 的 算法 , 在 此 我 们 介绍 一 下 实现 起 来 比较 简单 ， 实 际 运 行 也 比较 快速 
的 Dinic 算 法。” 





Ford-Fulkerson 算法 是 通过 深度 优先 搜索 寻找 增 广 路 ， 并 沿 着 它 增 广 。 与 之 相对 ，Dinic 算法 ， 
总 是 寻找 最 短 的 增 广 路 , 并 沿 着 它 增 广 。 因 为 最 短 增 广 路 的 长 度 在 增 广 过程 中 始终 不 会 变 短 ，， 
所 以 无 需 每 次 都 通过 宽度 预先 搜索 来 寻找 最 短 增 广 路 。 我 们 可 以 先进 行 一 次 宽度 优先 搜索 ， ， 
然后 考虑 由 近 距 离 顶点 指向 远 距 离 顶点 的 边 所 组 成 的 分 层 图 , 在 上 面 进行 深度 优先 搜索 寻找 ， 
最 短 增 广 路 。 如 果 在 分 层 图 上 找 不 到 新 的 增 广 路 了 2 ,， 则 说 明 最 短 增 广 路 的 长 度 确实 变 长 了 ，， 
或 不 存在 增 广 路 了 ， 于 是 重新 通过 宽度 优先 搜索 构造 新 的 分 层 图 。 每 一 步 构造 分 层 图 的 复杂 ` 
度 为 O(|B|)， 而 每 一 步 完 成 之 后 最 短 增 广 路 的 长 度 都 会 至 少 增加 1， 由 于 增 广 路 的 长 度 不 会 
超过 | 几 -1， 因 此 最 多 重复 O(| 风 步 就 可 以 了 。 | 


另外 ， 在 每 次 对 分 层 图 进行 深度 优先 搜索 寻找 增 广 路 时 ， 如 果 避 免 对 一 条 没有 用 的 边 进行 多 
次 检查 ”， 就 可 以 保证 复杂 度 为 OLEV), RALAR ONEI Rit, RARER 
际 应 用 中 速度 非常 快 ， 很 多 时 候 即 便 图 的 规模 比较 大 也 没有 问题 。 

// 用 于 表示 边 的 结构 体 ( 终点 、 容 量 、 反 向 边 ) 


struct edge { int to, cap, rev; }; 


Vector<edge> G[MAX_V]; // 图 的 邻接 表 表 示 
int level [MAX_V]; // 顶点 到 源 点 的 距离 标号 
int iter [MAX_V]; // 当前 弧 ， 在 其 之 前 的 边 已 经 没有 用 了 


// 向 图 中 增加 一 条 从 from 到 to 的 容量 为 cap 的 边 
void add_edge(int from, int to, int cap) ( 
G[from] .push_back( (edge) (to, cap, G[to].size()}); 
G[to] .push_back ( (edge) (from, 0, G[from].size() - 1)); 
L 
// 通过 BFS 计 算 从 源 点 出 发 的 距离 标号 
void bfs (int s) { 
memset (level, -1, sizeof (level)); 
queue<int> que; 
level[s] = 0; 
que.push (s); 
while (!que.empty()) ( 


D 最 大 流 算法 主要 有 两 类 , 增 广 路 算法 和 预 流 推进 算法 , 本 书 中 介绍 的 几 种 算法 都 属于 增 广 路 算法 。 最 大 流 算法 有 很 多 ， 
它们 有 不 同 的 复杂 度 ， 不 同 的 优 缺点 和 对 不 同 的 图 不 同 的 实际 运行 效率 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 查阅 有 关 资 料 。 
一 一 译 者 注 
D 此 时 我 们 得 到 了 分 层 图 所 对 应 的 阻塞 流 (blocking flow)。 一 一 译 者 注 
@ 这 个 优化 称 作 当 前 弧 优 化 。 一 一 译 者 注 。 
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int v = que.front(); que.pop(); 
for (int i = 0; i < G[v].size(); i++) ( 
edge &e = G[v] [i]; 
if (e.cap > 0 && level[e.to] < 0) { 
level[e.to] = level[v] + 1; 
que.push (e.to); 
J 


// 通过 DFS 寻 找 增 广 路 
ioe SEE €, ine E) 4 | 
iE (v == t) return f; 
for (int &i = iter[v]; i < G[v].size(); i++) { 
edge &e = G[v] [i]; 
if (e.cap > 0 && level[v] < level[e.to]) { 
int d = dfs(e.to, t, min(f, e.cap)); 
if (a S Oy Ç 
e.cap -= d; 
G[e.to] [e.rev].cap += d; 
return d; f 
i 
) 
) 
return 0; 


I. 
// 求解 从 s 到 t 的 最 大 流 


int max_flow(int s, int t) { 

int flow = 0; 

tor (wy $ 
bfs(s); 
if (level[t] < 0) return flow; 
memset (iter, 0, sizeof(iter)); | 
int f; 
while ((f = dfs(s, t, INF)) > 0) ( 

flow += f; 

) 


i 0 





3.5.3 ”二 分 图 匹配 


指派 问题 


有 N 台 计 算 机 和 天 个 任务 。 我 们 可 以 给 每 台 计算 机 分 配 一 个 任务 ， 每 台 计 算 机 能 够 处 理 的 
任务 种 类 各 不 相同 。 请 求 出 最 多 能 够 处 理 的 任务 的 个 数 。 
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这 个 问题 可 以 像 下 面 这 样 转 化 为 图 论 模型 来 分 析 。 我 们 可 以 像 下 面 这 样 来 定义 无 向 二 分 图 
G=(UU V, E)» 


U 是 代表 计算 机 的 顶点 集合 ,，V 是 代表 任务 的 顶点 集合 ,对 于 任意 uw EU 和 vEV, 计算 机 1 
能 够 处 理 任务 v 合 (u, v) e E 


而 G 中 满足 两 两 不 含 公共 端点 的 边 集合 MS E 的 基数 |MI 的 最 大 值 ， 就 是 我 们 所 要 求 的 最 大 的 任务 


个 数 
Q 


@ > 
@ "G 


二 分 图 的 例子 
图 论 术语 中 ,我 们 将 这 种 两 两 不 含 公共 端点 的 边 集合 M 称 为 匹配 ， 而 元 素 最 多 的 NM 则 称 为 最 大 匹 
配 。 当 最 大 匹配 的 匹配 数 满足 2IM=|M 时 ， 又 称 为 完美 匹配 。 特 别 地 ， 二 分 图 中 的 匹配 又 称 为 二 
分 图 匹配 。 像 这 道 题 目 一 样 ， 二 分 图 匹配 常常 在 指派 问题 的 模型 中 出 现 , 也 常常 在 程序 设计 苋 赛 
中 登场 。 那 么 这 道 题目 应 该 如 何 求解 呢 ? 
实际 上 , 可 以 将 二 分 图 最 大 匹配 问题 看 成 是 最 大 流 问题 的 一 种 特殊 情况 ,不 妨 对 原 图 作 如 下 变形 。 


将 原 图 中 的 所 有 无 向 边 e 改 成 有 向 边 ， 方 向 从 U 到 容量 为 1。 增 加 源 点 s 和 汇 点 :， 从 $s 
向 所 有 的 顶点 uEU 连 一 条 容量 为 1 的 边 ， 从 所 有 的 顶点 vE TV 向 1 连 一 条 容量 为 1 的 边 
这 样 变 形 得 到 的 新 图 G' 中 最 大 s-! 流 的 流量 就 是 原 二 分 图 G 中 最 大 匹配 的 匹配 数 ， 而 U-V 之 间 流 量 
为 正 的 边 集合 就 是 最 大 匹配 。 该 算法 的 复杂 度 为 O(|TIIE|)。 





转化 为 最 大 流 问题 


// 输入 
int N, K; 
bool can[MAX_N] [MAX_K]; // can[i][j]:= 计 算 机 i 能 够 处 理 任务 ]j 


void solve() { 


// 0~N-1: 计算 机 对 应 的 顶点 
// N-N+K-1: 任务 对 应 的 顶点 


mt ss Ñ * K, € = m * 3 


// 在 源 点 和 计算 机 之 间 连 边 

for (int k = Oz š < Np i+) £ 
add_edge(s, i, 1); 

) 


// 在 任务 和 汇 点 之 间 连 边 

för (ine i= 0; i < K; i++) { 
add edge(N + i, t, 1); 

} 


// 在 计算 机 和 任务 之 间 连 边 
for (int ¿L = On 1 < N; 32) 4 
for (int j = O+ j < K; J++) í 
if (ëan[3i][j]) {í 
add_edge(i, N + j, 1); 
} 
} 
} 


printf ("%d\n", max_flow(s, t)); 
z 
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利用 所 有 边 的 容量 都 是 1 以 及 二 分 图 的 性 质 ， 我 们 还 可 以 像 下 面 这 样 将 二 分 图 最 大 匹配 算法 更 简 


单 地 实现 。 


int V; 

vector<int> G[MAX_V]; 
int match[MAX_V]; // 所 匹配 的 顶点 

bool used[MAX_V]; // DFS 中 用 到 的 访问 标记 


// 向 图 中 增加 一 条 连接 u 和 v 的 边 
void add_edge(int u, int v) ( 
G[u] .push_back (v); 
G[v] .push_back (u); 
} 


// 通过 DFS 寻 找 增 广 路 
bool dfs(int v) { 
used[v] = true; 
for (int i = Ü, i < GV] etze(); i++) í 
int u = G[v] [i], w = match[u]; 
if (w < 0 || !used[w] && dfs(w)) { 
match[v] = u; 
match[u] = v; 
return true; 


i) 


// 顶点 数 
// 图 的 邻接 表 表 示 


) 
return false; 
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// 求解 二 分 图 的 最 大 匹配 
int bipartite_matching() { 
int res = 0; 
memset (match, -1, sizeof (match)); 
for (int v = 0; v < V; v++) { 
if (match[v] < 0) { 
memset (used, 0, sizeof (used)); 
if (dfs(v)) ( 
res++; 
) 
ji 
} 
return res; 


} 


3.5.4 ”一般 图 匹配 


结对 子 


2N 个 学 生 两 两 结对 子 。 每 个 学 生 都 只 想 和 自己 的 朋友 结对 子 。 给 定 学 生 之 间 的 朋友 关系 ， 
求 最 多 能 结 多 少 对 对 子 。 





如 果 把 这 个 当 作 一 个 以 学 生 为 项 点 , 朋友 关系 为 边 的 图 , 就 可 以 把 这 个 问题 转 为 求 对 应 的 图 的 最 
大 匹配 数 的 问题 。 之 前 的 问题 项 点 有 计算 机 和 任务 之 分 , 所 以 得 到 的 是 二 分 图 ， 而 这 里 得 到 的 却 
不 一 定 是 二 分 图 。 这 种 问题 被 称 为 一 般 图 匹配 问题 , 它 不 能 像 二 分 图 一 样 转 为 最 大 流 问题 进行 求 
解 。 求 解 一 般 图 匹配 问题 可 以 使 用 Edmonds 算 法 等 高 效 的 算法 。 只 不 过 Edmonds 算 法 的 实现 较为 
复杂 , 所 以 程序 设计 竞赛 中 较 少 出 现 这 类 问题 。 如 果 把 模型 转化 成 了 匹配 问题 ， 可 以 先 看 看 事实 
上 是 否 是 二 分 图 匹配 。 


如 果 确 实 不 是 二 分 图 , 而 用 其 他 方法 又 可 能 行 不 通 时 , 我 们 可 以 用 利用 下 面 介绍 的 Tutte 矩 阵 来 计 
算 一 般 图 最 大 匹配 的 匹配 数 。 


对 无 向 图 G=(V, 甩 的 每 一 条 边 随 意 赋予 方向 得 到 有 向 图 G'=(V, E')。 并 对 每 条 边 eEE' 都 关联 一 个 
变量 x。。 则 Tutte 和 矩阵 是 一 个 如 下 定义 的 VxV 的 矩阵 T=(4,,)。 


Xn ((uyv) e E) 
£ = s= A (Ce me) 
0 (其 他 ) 
可 以 证 明 ， 此 时 
G 没 有 完美 匹配 合 行列 式 det(7) 恒 等 于 0 
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我 们 简单 介绍 一 下 如 何 证 明 。 根 据 定义 , 行列 式 的 值 可 以 展开 为 所 有 排列 对 应 的 项 的 和 。 将 排列 
看 成 一 个 有 向 图 , 如果 该 图 包含 奇 圈 的 话 , 那么 这 个 排列 所 对 应 的 项 就 会 和 将 奇 圈 反 向 后 的 排列 
所 对 应 的 项 相互 抵消 。 因 此 只 要 考虑 由 偶 圈 组 成 的 排列 就 好 了 。 如 果 其 中 有 非 零 项 的 话 ， 只 要 在 
对 应 的 偶 圈 上 间隔 取 边 就 得 到 了 一 个 完美 匹配 。 并 且 ， 该 项 不 会 被 其 他 任何 项 相互 抵消 。 反 之 ， 
如 果 存 在 完美 匹配 的 话 , 那么 通过 交换 相互 匹配 的 点 对 而 得 到 的 排列 所 对 应 的 项 非 零 , 且 该 项 不 
会 被 其 他 任何 项 相互 抵消 。 


由 此 我 们 还 可 以 证 明 7 的 秩 等 于 最 大 匹配 的 顶点 数 。 于 是 我 们 可 以 利用 随机 算法 ， 将 随机 数 代入 
x。， 从 而 求 得 一 般 图 的 匹配 数 。 
3.5.5 ”匹配 、 边 覆盖 、 独 立 集 和 顶点 覆盖 


我 们 已 经 了 解 了 图 的 匹配 的 概念 , 此 外 还 有 几 个 相关 的 有 用 的 概念 , 在 此 我 们 再 介绍 除 匹配 之 外 
的 三 个 新 的 概念 。 记 图 G=(V, E)。 


匹配 eosinene 在 G 中 两 两 没有 公共 端点 的 边 集合 MEE 

边 履 盖 ………………… G 中 的 任意 顶点 都 至 少 是 中 某 条 边 的 端点 的 边 集合 FCE 
R E ERES 在 G 中 两 两 互 不 相连 的 顶点 集合 SSF 

MAME ee G 中 的 任意 边 都 有 至 少 一 个 端点 属于 5 的 顶点 集合 SEV 


例如 在 下 图 中 ， 最 大 匹配 为 {el,e3}， 最 小 边 窗 羡 为 {el, e3,e4}， 最 大 独立 集 为 {v2, v4, v5}， 最 小 
顶点 覆盖 为 {v1, v3}。 





此 外 ， 它 们 之 间 还 满足 有 如 下 关系 。 


(a) 对 于 不 存在 孤立 点 的 图 ，| 最 大 匹配 |+| 最 小 边 履 盖 |=| 凡 

(b) | 最 大 独立 集 H| 最 小 项 点 履 盖 上 = 由 
证 明 并 不 复杂 , 读者 不 妨 试 着 思考 一 下 。(a) 中 可 以 通过 向 最 大 匹配 中 加 边 而 得 到 最 小 边 覆 盖 。 
(b) 中 有 XCV 是 G6 的 独立 集 SVX 是 G 的 顶点 覆盖 。 


借助 这 些 关系 ,对 于 最 大 匹配 与 最 小 边 覆盖 , 最 大 独立 集 与 最 小 项 点 徐 盖 ,我 们 只 要 能 求解 其 中 
一 个 问题 也 就 能 够 求解 男 一 个 问题 了 。 刚刚 我 们 介绍 过 了 求解 最 大 匹配 的 方法 。 利 用 这 一 方法 我 
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们 也 能 够 求解 最 小 边 覆 盖 问 题 。 但 是 ,要 怎么 求 最 大 独立 集 或 最 小 顶点 覆盖 呢 ? 事实 上 ， 这 两 个 
问题 是 NP 困难 的 ， 没 有 已 知 的 高 效 算法 。 不 过 ， 对 于 二 分 图 而 言 ， 有 如 下 等 式 成 立 。 

(c) | 最 大 匹配 |=| 最 小 顶点 履 盖 | 


对 于 二 分 图 C=(VU V, E)， 在 通过 最 大 流 求解 最 大 匹配 所 得 到 的 残留 网 络 中 ， 令 S=( 从 s 不 可 达 的 
属于 U 的 顶点 )U (从 s 可 达 的 属于 WV 的 顶点 )， 则 5 就 是 G 的 一 个 最 小 顶点 覆盖 。 


因此 , 我 们 可 以 高 效 地 求解 二 分 图 的 最 大 独立 集 和 最 小 顶点 黎 盖 ,， 事实 上 ,这 类 问题 也 常常 出 现 
在 程序 设计 竞赛 当中 。 相 对 的 ， 如 果 把 问题 转 为 一 般 图 的 最 大 独立 集 或 最 小 顶点 覆盖 , 则 无 法 直 
接 、 高 效 地 求解 ， 有 必要 从 其 他 角度 重新 思考 。 
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最 小 传输 费用 


网 络 中 有 两 台 计 算 机 s 和 1， 现在 每 秒 钟 要 从 s 传 输 大 小 为 下 的 数据 到 f。 该 网 络 中 一 共有 N 
台 计算 机 ， 其 中 一 些 计算 机 之 间 连 有 一 条 单 向 的 通信 电缆 ， 每 条 通信 电缆 都 有 对 应 的 1 秒 钟 
内 所 能 传输 的 最 大 数据 量 。 此 外 ,每 条 通信 电缆 还 有 对 应 的 传输 费用 ， 单 位 传输 费用 为 d 6) 
通信 电缆 每 秒 传输 大 小 为 x 的 数据 ,需要 花费 的 费用 为 收 。 请 问 传输 数据 所 需 的 最 小 费用 。 


2Mbps4 元 [== 





首先 把 问题 转化 为 图 。 这 里 可 以 把 计算 机 当 作 顶 点 ， 把 通信 电缆 当 作 边 ， 从 而 得 到 一 个 有 向 图 。 
每 条 边 e 都 有 容量 c(e) 和 费用 de)。 而 题目 的 目标 是 在 保证 从 s 向 有 流量 为 F 的 流 的 前 提 下 ， 要 使 费 
用 (f(e)xd(e)) 最 小 。 


这 就 是 在 最 大 流 问题 的 网 络 中 ,给 边 新 加 上 了 费用 ， 而 求 的 不 再 是 流量 的 最 大 值 ， 而 是 流量 为 F 
时 费用 的 最 小 值 。 这 类 问题 叫做 最 小 费用 流 问题 。 


接 下 来 ,让 我 们 来 考虑 一 下 这 类 问题 的 解法 。 求解 最 大 流 时 ,我 们 在 残余 网 络 上 不 断 贪心 地 增 广 
而 得 到 了 最 大 流 。 现 在 边 上 多 了 费用 , 如 果 我 们 在 残余 网 络 上 总 是 沿 着 最 短路 增 广 又 如 何 呢 ? 此 
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时 ， 残余 网 络 中 的 反 向 边 的 费用 应 该 是 原 边 费 用 的 相反 数 ， 以 保证 过 程 是 可 逆 而 正确 的 。 因 为 有 
负 权 边 ， 所 以 就 不 能 用 Dijkstra 算 法 求 最 短路 了 ， 而 需要 用 Bellman-Ford 算 法 。 












F=9,cost=0 
沿 着 s 一 2 一 t 
传输 2 


沿 着 s 一 1 一 3 
2 传输 3 





C=10,d=2,f=3 
c=6,d: 
F=4,cost=39 Ë 


cde [— > 
F=1,cost=69 


沿 着 s 一 1 一 3 一 t 
传输 3 


F=0,cost=80 





对 样 例 进行 的 操作 


// 用 于 表示 边 的 结构 体 ( 终 点、 容量 、 费 用 、 反 向 边 ) 


struct edge ( int to, cap, cost, rev; ); 


int NES // 顶点 数 
Vector<edge> G[MAX_V]; // 图 的 邻接 表 表 示 
int dist[MAX_V]; // 最 短 距离 


int prevv[MAX_V], preve[MAX_V]; // 最 短路 中 的 前 驱 节点 和 对 应 的 边 


// 向 图 中 增加 一 条 从 from 到 to 容量 为 cap 费 用 为 cost 的 边 
void add_edge(int from, int to, int cap, int cost) ( 
G[from] .push_back( (edge) (to, cap, cost, G[to].size())); 
G[to] .push_back( (edge) (from, 0, -cost, G[from].size() - 1)); 
) 


// 求解 从 s 到 tt 流量 为 £ 的 最 小 费用 流 
// 如 果 不 能 再 增 广 则 返回 -1 


int mie cost flowtinet g; int ty int £) í 
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int res = 0; 
while (f > 0) { 
// 利用 Bellman-Ford 算 法 求 s 到 t 的 最 短路 
fill(dist, dist + V, INF); 
dist[s] = 0; 
bool update = true; 
while (update) ( 
update = false; 
tor (mt y = 0y y < V; 944) 4 
if (dist[v] == INF) continue; 
for (int i = 0; i < G[v].size(); i++) ( 
edge &e = G[v] [i]; 
if (e.cap > 0 && dist[e.to] > dist[v] + e.cost) ( 
dist[e.to] = dist[v] + e.cost; 
prevv[e.to] v; 
preve[e.to] ie 
update = true; 


} 
} 
} 
} 
if (dist[t] ==. INF) í 
// 不 能 再 增 广 
return -1; 
} 
// 沿 s 到 t 的 最 短路 尽量 增 广 
int d = f; 
for (int v = t; v != s; v = prevv[v]) ( 
d = min(d, G[prevv[v]] [preve[v]] .cap); 
) 
f -= d; 
res += d * dist[t]; 
for (int v = t; % l= s; v = prevv[v]) { 
edge &e = G[prevv[v]] [preve[v]]; 
e.cap -= d; 


G[v] [e.rev].cap += d; 
} 
} 
return res; 


) 


接 下 来 , 我们 来 证 明 这 个 算法 所 求 得 的 确实 是 最 小 费用 流 。 那 么 我 们 应 该 如 何 判断 某 个 流量 的 流 
j 的 费用 是 否 是 最 小 的 呢 ? 

假设 还 有 同样 流量 而 费用 比 f 更 小 的 流 f'。 让 我 们 来 观察 一 下 流 f'-f。 在 流 f 中 ， 除 s 和 1 以 外 
的 顶点 的 流入 量 等 于 流出 量 ， 在 流 了 中 亦 然 。 并 且 ， 由 流 f 和 流 六 的 流量 相同 可 知 ,， 流 了 f'-/ 中 
所 有 顶点 的 流入 量 都 等 于 流出 量 ， 即 它 是 由 若干 圈 组 成 的 。 因 为 流 /'-f 的 费用 是 负 的 ， 所 以 在 
这 些 圈 中 ， 至 少 存在 一 个 负 圈 。 也 就 是 说 


f 是 最 小 费用 流 O 残余 网 络 中 没有 负 国 
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利用 这 一 点 , 我 们 就 可 以 通过 归纳 法 证 明 , 在 该 算法 中 流量 为 ;的 流 广 是 具有 相同 流量 的 流 中 费 
用 最 小 的 。 首 先 ， 对 于 流量 为 0 的 流 f。， 其 残余 网 络 便 是 原 图 ， 只 要 原 图 不 含 负 圈 ， 那么 fo 就 是 
流量 0 的 最 小 费用 流 。 假 设 流量 为 i 的 流 f; 是 最 小 费用 流 ， 并 且 下 一 步 我们 求 得 了 流量 为 i+1 的 
tfio IERT, fim-f; 就 是 了 ;对 应 的 残余 网 络 中 s 到 1 的 最 短路 。 


假设 fi 不 是 最 小 费用 流 , 即 存在 费用 更 小 的 流 了 "46 了 iy- 中 除 s 和 + 以 外 的 顶点 的 流入 量 等 于 
流出 量 , 因而 是 由 一 条 从 s 到 1 的 路 径 和 若干 圈 组 成 的 。 又 有 fi1-fi 是 一 条 从 s 到 1 的 最 短路 ， 而 
万 和 的 费用 比 ,万 ; 还 要 小 ， 所 以 f'n1-f; 中 至 少 含有 一 个 负 圈 ， 这 与 f; 是 最 小 费用 流 矛盾 。 所 以 ， 
f+! 也 是 最 小 费用 流 ， 根 据 归 纳 法 ， 对 任意 的 i 都 有 J; 是 最 小 费用 流 。 

男 外 ， 由 最 大 流 算法 的 正确 性 可 知 ， 如 果 原 图 存在 流量 不 小 于 F 的 流 的 话 ， 那 么 这 个 算法 也 能 够 
得 到 流量 为 F 的 流 。 综 上 ， 我 们 证 明了 最 小 费用 流 算法 的 正确 性 。 

该 算法 最 多 执行 F 次 Bellman-Ford 算 法 ， 所 以 其 复杂 度 为 O(FIVIIE|)。 能 够 对 算法 做 适当 优化 从 而 


降低 复杂 度 吗 ? 答案 是 肯定 的 。 通 过 导入 势 的 概念 ， 我 们 可 以 改 用 Dijkstra 算 法 来 求解 最 短路 。 
下 面 我 们 就 来 介绍 这 种 方法 。 


这 里 的 势 ， 指 的 是 给 每 个 顶点 赋予 的 一 个 标号 h(v)， 在 这 个 势 的 基础 上 ， 将 边 e=(wu,v) 的 长 度 变 为 
d'(e)=d(e)+h(w)-h(v)。 于 是 从 d 中 的 s-! 路 径 的 长 度 中 减 去 常数 h(s)-h(), 就 得 到 了 a 中 对 应 路 径 的 长 
度 ， 因 此 4 中 的 最 短路 也 就 是 d 中 的 最 短路 。 所 以 ， 如 果 合 理 地 选取 势 ， 使 得 对 所 有 的 e 都 有 d'(e) 
宕 0 的 话 , 我 们 就 可 以 在 d' 中 用 Dijkstra 算 法 求 最 短路 ， 从 而 得 到 4 的 最 短路 。 对 于 任意 不 含 负 图 的 
图 ， 我 们 可 以 通过 取 h(v)=(s 到 vy 的 最 短 距离 ) 做 到 这 一 点 。 这 是 因为 对 于 边 e=(u,v) 有 

(s 到 vy 的 最 短 距离 ) 志 (s 到 u 的 最 短 距离 )+d(e) 
于 是 有 

d'(e)=d(e)+h(u)-h(v)=0 
下 面 来 考虑 如 何 依次 更 新 流量 为 的 最 小 费用 流 f 及 其 对 应 的 势 h,， 来 求 出 最 小 费用 流 。 首 先 ， 定 
义 以 下 变量 。 


Wn 流量 为 的 最 小 费用 流 中 边 e 的 流量 
hV) .的 残余 网 络 中 s 到 v 的 最 短 距 离 
人 考虑 势 太后 边 e 的 长 度 


如 果 图 中 不 含 负 圈 ,可 以 将 fi(e) 初 始 化 为 0。 如 果 图 中 也 没有 负 权 边 的 话 , 还 可 以 直接 用 Dijkstra 
算法 计算 ho。 求 得 了 f 和 加 之 后 ， 要 如 何 求 ft 和 hi 呢 ? 通 过 沿 着 的 残余 网 络 中 s 到 1 的 最 短 
路 增 广 ,我们 就 得 到 了 fno REIRET hi 后 ， 寻 找 一 条 只 经 过 那些 d(e)=0 的 边 的 s 到 1 的 路 
径 , 就 可 以 轻松 办 到 。 为 了 求 ha, 我 们 需要 求 的 残余 网 络 上 的 最 短路 。 利 用 势 hh， 这 可 以 通 
过 Dijkstra 算 法 办 到 。 我 们 通过 下 面 的 论述 来 说 明 这 一 点 。 


考虑 太 ! 的 残余 网 络 中 的 边 e=(w vy)。 如 果 e 也 是 # 的 残余 网 络 中 的 边 的 话 ， 那 么 根据 # 的 定义 有 di(e) 
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=0。 如 果 e 不 是 /的 残余 网 络 中 的 边 的 话 ， 那 么 rev(e) 一 定 是 /的 残余 网 络 中 s 到 /的 最 短路 中 的 边 ， 
所 以 有 df(e)=-d(rev(e))=0。 综 上 ， 记 ;的 残余 网 络 中 的 所 有 边 e 满 足 de) 三 0， 因 而 可 以 用 Dijkstra 算 


法 求 最 短路 。 


如 上 所 述 ， 只 要 依次 更 新 fh;， 我 们 就 能 够 在 O(FIEllog|W) 或 是 O(H1 克 ) 的 时 间 内 求 出 最 小 费用 流 


了 。 在 下 面 的 实现 示例 中 ,我 们 在 计算 时 记录 了 最 短路 中 的 前 驱 节 点 和 对 应 的 边 ， 并 利用 这 些 
言 乱 同时 完成 fi 的 计算 。 


typedef pair<int, int> P; // first 保 存 最 短 距离 ，second 保 存 顶 点 编号 


// 用 于 表示 边 的 结构 体 ( 终点、 容量 、 费 用 、 反 向 边 ) 


Struct edge ( int to, cap, cost, rev; ); 


int V; // 顶点 数 

vector<edge> G[MAX_V]; // 图 的 邻接 表 表 示 
int h[MAX_V]; // 顶点 的 势 

int dist[MAX_V] // 最 短 距离 


int prevv[MAX_V], preve[MAX_V]; // 最 短路 中 的 前 躯 节点 和 对 应 的 边 
// 向 图 中 增加 一 条 从 from 到 to 容量 为 cap 费 用 为 cost 的 边 


void add_edge(int from, int to, int cap, int cost) { 
G[from] .push_back( (edge) (to, cap, cost, G[to].size())); 
G[to] .push_back( (edge) (from, 0, -cost, G[from].size() - 1)); 
) 


// 求解 从 s 到 t 流 量 为 上 的 最 小 费用 流 
// 如 果 没有 流量 为 上 的 流 ， 则 返回 -1 
int Min cost ELOw (ine S, Ime €; it E) f 
int res = 0; 
filli, D EV O) 
while (f > 0) ( 
// 使 用 Dijkstra 算 法 更 新 h 
priority_queue<P, vector<P>, greater<P> > que; 
£rill(digt, dist + V, INP); 
dist[s] = 0; 
que.push(P(0, s)); 
while (!que.empty()) ( 
P p = que.top(); que.pop(); 
int v = p.second; 
if (dist[v] < p.first) continue; 
for (nt i = Q; i < G[V]). size(y); i++) { 
edge &e = G[v] [i]; 


// 初始 化 h 


if (e.cap > 0 && dist[e.to] > dist[v] + e.cost + h[v] - h[e.to]) ( 
dist[e.to] = dist[v] + e.cost + h[v] - h[e.to]; 


prevv[e.to] = v; 
preve[e.to] = i; 
que.push(P(dist[e.to], e.to)); 
) 
J 
} 
if (Qist[t] == INF) ( 
// 不 能 再 增 广 
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return -1; 
) 


for (int v = 0; v < V; v++) h[v] += dist[v]; 


// 沿 s 到 t 的 最 短路 尽量 增 广 

int Q = f; 

for fitt v = t; S l= sgp y= prevvy[vo]) { 
d = min(d, G[prevv[v]] [preve[v]].cap); 

) 


£ -= d; 

res += d * h[t]; 

for (int v = t; v != sọ v = prevv[v]) ( 
edge &e = G[prevv[v]] [preve[v]]; 
e.cap -= d; 


G[v] [e.rev].cap += d; 
? 
) 
return res; 


) 





m 与 最 大 流 相 同 的 变 体 
最 小 费用 流 在 面 对 多 个 源 点 和 汇 点 、 无 向 图 、 顶 点 上 也 有 容量 限制 等 情况 时 ， 也 可 以 采取 与 
之 前 最 大 流 中 同样 的 方法 处 理 。 不 过 需要 注意 的 是 ， 对 于 无 向 图 的 情况 ， 不 能 直接 用 邻接 阵 
来 表示 图 。 在 把 无 向 图 转化 为 有 向 图 时 会 产生 反 向 边 , 而 当 图 中 有 重 边 或 是 方向 相反 的 两 条 
边 时 ， 我 们 都 不 能 用 邻接 阵 表 示 来 求解 最 小 费用 流 。 

对 于 边 上 有 最 小 流量 限制 的 情况 ， 虽 然 也 可 以 采取 与 最 大 流 中 同样 的 方法 处 理 ， 不 过 还 有 更 
简单 的 方法 。 对 e=(u,v)， 新 加 一 条 边 e'=(u,v), HA c'(e)=c(e)-b(e)、c'(e')=b(e)、d'(e)=d(e)、 
d'(e')=d(e)-M( 一 个 足够 大 的 常数 )， 对 变形 后 的 新 图 求解 最 小 费用 流 ， 再 在 结果 上 加 上 Mx 
Y。p(e) 就 好 了 。 这 样 就 把 问题 转 为 了 没有 最 小 流量 限制 的 情况 。 

m 流量 任意 的 情况 

在 有 些 题目 中 ,需要 计算 包含 负 权 边 的 图 中 流量 任意 但 费用 最 小 的 流 。 这 种 情况 下 , 根据 最 
小 费用 流 算法 中 hii(v) 宇 hi(v) 的 性 质 ， 我 们 只 要 在 hi(1)<0 时 不 断 增 广 就 好 了 。 


ms 费用 为 负数 的 情况 


如 果 图 中 含有 负 权 边 ， 那 么 最 初 计算 势 的 值 时 就 不 能 用 Dijkstra 算法 ， 而 需要 改 用 
Bellman-Ford 算法 。 另外， 如 果 图 中 还 有 负 图， 可 以 利用 Bellman-Ford 算法 找到 负 图 ， 并 在 
负 园 上 尽量 增 广 将 其 消去 。 


此 外 ， 有 些 情况 下 ， 通 过 适当 的 变形 也 可 以 避免 负 权 边 。 比 如 说 ， 如 果 已 知 每 次 增 广 所 用 的 
边 数 都 是 相等 的 ( 记 为 m)， 那 么 通过 对 所 有 边 的 费用 加 上 合适 的 常数 就 能 够 把 所 有 边 都 
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转 成 非 负 的 ， 而 每 一 步 只 从 新 图 中 的 最 短路 减 去 mk 就 得 到 了 原 图 中 最 短路 的 长 度 ( 这 类 例 
子 可 以 参考 后 面 的 二 分 图 最 小 权 匹 配 等 问题 ), 


对 于 流量 所 一 定 的 情况 ,也 可 以 采取 与 有 最 小 流量 限制 中 类 似 的 变形 将 负 权 边 除去 。 新 增 源 
点 5 和 汇 点 T， 从 5 向 s 连 一 条 容量 为 收费 用 为 0 的 边 ， 从 上 向 了 连 一 条 容量 为 下 费 用 为 0 
的 边 。 对 于 负 权 边 e=(u,v)， 可 以 让 它 一 开始 就 已 经 满 流 ， 再 从 5S 向 VvV 连 一 条 容量 为 c(e) 费 用 
为 0 的 边 ， 从 2 向 了 连 一 条 容量 为 c(e) 费 用 为 0 的 边 。 这 样 变形 之 后 ， 我 们 就 除去 了 图 中 的 
负 权 边 , 而 原 图 流量 为 有 + 了 anisec(e) 的 最 小 费用 流 的 费用 就 等 于 新 图 流量 为 所 的 最 小 费用 流 
的 费用 加 上 nsec(e) x d(e)o 


© 





s 目标 并 非 最 小 化 流量 x 费用 之 和 ， 而 是 最 小 化 有 流量 的 边 的 费用 之 和 的 情况 


乍 一 看 , 会 觉得 这 是 同一 类 问题 ,但 该 问题 却 无 法 通过 最 小 费用 流 求解 。 当 把 问题 转 成 了 这 
个 模型 时 ， 有 必要 从 别 的 角度 重新 思考 。 


3.5.7 ”应 用 问题 


Asteroids (POJ No.3041) 


在 NxN 的 网 格 中 有 天 颗 小 行星 。 小 行星 i 的 位 置 是 (Ri C)。 现 在 有 一 个 强力 武器 能 够 用 一 发 
光束 将 一 整 行 或 一 整 列 的 小 行星 右 为 灰 爆 , 想 要 利用 这 个 武器 挫 毁 所 有 的 小 行星 最 少 需 要 几 
发 光束 ? 


ERER 


e l<N<500 
e | < K< 10000 
e | <R,C<N 
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= 4 
(Re €) = AC 1), GL, 3), (2, 2), (By 2211 


输出 
2 第 一 发 摧毁 (1，1) 和 (1，3) ， 第 二 发 挫 毁 (2，2) 和 (3，2)。 


光束 的 攻击 选择 可 以 是 横 坐 标 从 x=1 到 x=N 和 纵 坐 标 从 y=1 到 y=N， 一 共 2N 种 。 显 然 ， 同 样 的 选择 
没有 必要 执行 多 次 ， 而 攻击 的 顺序 对 结果 没有 影响 ， 所 以 总 的 攻击 方 人 条 上 基 有 2 种。 我 们 只 要 在 
这 个 解 空间 中 , 寻找 能 够 摧毁 所 有 小 行星 的 最 小 的 解 就 可 以 了 。 要 破坏 某 个 小 行星 ， 只 能 通过 对 
应 水 平方 向 或 竖 直 方向 的 光束 的 攻击 。 利 用 攻击 方法 只 有 两 种 这 一 点 , 我 们 可 以 将 问题 按 如 下 方 
法 转换 为 图 。 


把 光束 当 作 图 的 项 点 ,而 把 小 行星 当 作 连 接 对 应 光束 的 边 。 这 样 转换 之 后 ,光束 的 攻击 方案 即 对 
应 一 个 顶点 集合 $， 而 要 求 攻击 方案 能 够 摧毁 所 有 的 小 行星 ， 也 就 是 图 中 的 每 条 边 都 至 少 有 一 个 
属于 S 的 端点 。 这 样 一 来 ， 问 题 就 转 为 了 求 最 小 的 满足 上 述 要 求 的 顶点 集合 5。 








水 平方 向 竖 直 方向 
样 例 所 对 应 的 图 


这 正 是 最 小 顶点 覆盖 的 问题 。 之 前 我 们 已 经 介绍 过 ,最 小 顶点 覆盖 问题 通常 是 NP 困难 的 ,不 
过 在 二 分 图 中 等 于 最 大 匹配 ， 因 而 可 以 高 效 地 求解 。 事 实 上 ， 本 题 中 所 有 项 点 可 以 分 成 水 平 
方向 和 竖 直 方向 的 攻击 选择 两 类 ， 而 每 颗 小 行星 所 对 应 的 边 都 分 别 与 一 个 水 平方 向 和 一 个 竖 
直方 向 的 顶点 相连 ， 所 以 是 二 分 图 。 因 此 ， 只 要 运用 二 分 图 最 大 匹配 算法 ， 问 题 就 会 迎 刃 而 
解 了 。 


// 输入 
ine N. K; 
int R[MAX_K], C[MAX_K]; 


void solve() { 
了 ENA 2; 
for Hint i= 07 2€ R iy d 
add_edge(R[i] - 1, N + C[i] - 1); 


printf ("%d\n", bipartite_matching()); 
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Evacuation (POJ No.3057) 


有 一 个 XxY 块 区 域 组 成 的 房间 ， 每 块 区 域 可 能 是 墙壁 'X'、 空 区 域 '' 或 门 'D'。 最 外 层 的 区 
域 一 定 是 门 或 者 墙壁 ， 而 内 部 的 区 域 一 定 没有 门 。 假 设 这 个 房间 起 火 了 。 最 开始 ,每 个 空 
区 域内 都 恰好 站 着 一 RA st tinmnanasaqe 逃脱 。 每 个 人 每 秒 钟 可 以 选择 停 
留 在 原 地 或 是 移动 到 相 邻 四 个 区 域 中 的 一 个 ,不 过 , 如 果 相 邻 的 区 域 是 墙壁 , 则 不 能 移动 
当 移 动 到 门 时 ， 就 安全 逃脱 了 ， 只 不 过 因为 门 比较 狭窄 ,每 秒 钟 只 能 通过 一 个 人 。 请 计算 


在 选取 最 优 逃 脱 方案 时 ， 最 后 一 个 人 逃脱 的 最 短 时 间 。 如 果 有 人 无 法 安全 逃脱 ， 则 输 
iH "impossible" 


! 限制 条 件 
sisx ysi 








X =5 
Y =5 
XXDXX 
A 
Dk, £ 
es b 
XXXXX 

输出 














输入 
X = 5 
Y = 12 
XXXXXXXXXXXX 
和 D 
X.XXXXXXXXXX 
BW qay 22 X 
XXXXXXXXXXXX 
输出 
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输出 


impossible 


以 每 个 门 为 起 点 进行 宽度 优先 搜索 计算 最 短路 ， 就 可 以 知道 每 个 人 到 达 每 个 门 所 需 的 最 短 时 间 。 
如 果 发 现 有 人 任何 一 个 门 都 到 不 了 , 那么 他 就 无 法 逃脱 ， 否 则 只 要 花 上 足够 长 的 时 间 , 总 能 让 所 
有 人 都 逃脱 。 那 么 ， 该 如 何 求 出 逃脱 所 需 的 最 短 时 间 呢 ? 


由 于 每 个 门 每 秒 钟 只 能 通过 一 个 人 这 一 限制 的 存在 , 我 们 不 能 直接 将 所 有 人 到 最 近 的 门 的 距离 中 
的 最 大 值 作为 答案 。 我 们 不 妨 想 想 看 是 否 可 以 快速 的 判断 所 有 人 能 否 在 时 间 7 以 内 逃脱 。 如 果 能 
办 到 的 话 ， 通 过 二 分 搜索 就 能 够 求 得 最 短 时 间 了 。 考 虑 某 一 个 门 ， 能 在 时 间 t 从 该 门 逃 脱 的 人 ， 
应 该 是 距离 该 门 ! 以 内 的 人 ， 并 且 其 中 只 有 一 人 能 够 从 该 门 逃 脱 。 每 个 时 间 和 门 的 二 元 组 ， 都 确 
定 一 个 对 应 的 能 够 从 中 逃脱 的 人 的 集合 , 而 通过 计算 这 个 二 元 组 和 人 组 成 的 二 分 图 的 匹配 数 , 我 
们 就 可 以 判断 所 有 人 是 否 都 可 以 逃脱 。 


const int dx[4] = (-1, 0, 0, 1), dy[4] = (0, =1, 1, 0); 


// WA 
int N. P 
char field[MAX_X][MAX_Y + 1]; // 不 要 忘记 保存 \0 所 需 的 空间 


Vector<int> dX, dY; // 门 的 坐标 
Vector<int> pX, pY; // 人 的 坐标 
int dist[MAX_X] [MAX_Y] [MAX_X] [MAX_Y]; // 最 近 距 离 


// 判断 所 有 人 是 否 能 够 在 时 间 t 以 内 安全 远 离 
bool C(int: t) í 
int d = dX.size(), p = pX.size(); 


// 0~d-1: 时 间 1 对 应 的 门 

// d~2d-1: 时 间 2 对 应 的 门 

U bwa 

// (t-1)d~td-1: 时 间 t 对 应 的 门 
// td~td+p-1: 人 

V = ç * d + pt 
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for (int v = 0; v < V; v++) G[v].clear(); 
Eor (int a = Os P < Ae itt f 
for (int j = 07 J < p; J++) í 
if (dist[dXx[i]][dY[i]][pX[j]][pY[j]] >= O) { 
for (int k = dist[dX[i]][dY[i]][pX[j]][pY[j]]; k <= t; k++) { 
add_edge((k - 1) * d + i, t * d + j); 
) 


) 


return bipartite_matching() == p; 
F 


// 通过 BFS 计 算 最 近 距 离 
void bfs(int x, int y, int d[MAX_X] [MAX_Y]) { 
queue<int> qx, qy; 
d[x])[y] = 0; 
qx.push (x); 
qy -push (y); 
while (!qx.empty()) ( 
x = qc front); Gc. pop; 
y = qy.front(); qy.pop(); 
for (int k = 0; k < 4; k++) { 
int x2 = x + dx[k], y2 = y + dy[k]; 
if (0 <= x2 && x2 < X && 0 <= y2 && y2 < Y && field[x2] [y2] == '.' && 
a[3221[y2] < 0) { 
d[x2][y2] = d[x][y] + 1; 
qx.push(x2) 7 
qy -push (y2) ; 
} 


) 


void solve() ( 
int y = XK Ys 
ax.clear(); dY.clear(); 
pX.clear(); pY.clear(); 
memset (dist, -1, sizeof (dist)); 


// 计算 到 各 个 门 的 最 近 距 离 
ie 
EOF (in YY 
if (field[x] [y] == 'D') ( 
dx.push_back (x); 
dy .push_back (y); 
bfs(x, y, dist[x][y]); 
) else if (field[x] [y] == '.') { 
pX.push_back (x); 
pY.push_back (y); 
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) 


// #|— 2438 R REAA RARD S; 65 S AS Bh i 
int 1b = -1, ub = n + 1; 
while (ub - 1b > 1) { 

int mid = (lb + ub) / 2; 

if (C(mid)) ub = mid; 

else 1b = mid; 


} 


if (ub > py í 
// 和 逃脱 失败 
printf ("impossible\n"); 
} else { 
printf ("VN VD) 
} 
} 


大 家 发 现 了 上 面 的 程序 中 有 重复 的 计算 了 吗 ? 让 我 们 来 考虑 一 下 已 知 在 时 间 7 内 无 法 逃脱 ， 要 检 
查 时 间 7>7 的 情况 。7" 所 对 应 的 图 相 比 7 所 对 应 图 , 只 是 增加 了 其 中 一 侧 的 顶点 和 与 之 对 应 的 边 。 
回想 一 下 二 分 图 最 大 匹配 的 算法 ， 它 是 按 顺序 从 一 侧 的 顶点 开始 寻找 增 广 路 增 广 。 因 此 ， 要 求 7 
对 应 的 最 大 匹配 ， 只 要 在 已 求 得 的 7' 的 最 大 匹配 的 基础 上 , 继续 从 新 增加 的 顶点 开始 寻找 增 广 路 
增 广 就 好 了 。 因 此 ， 不 需要 进行 二 分 搜索 ， 更 有 效 的 求解 最 短 时 间 的 方法 是 直接 每 次 将 7 递增 1 
然后 求 对 应 的 二 分 图 最 大 匹配 。 


void solve() { 
int a s= S *. S 
dx.clear(); dY.clear(); 
pX.clear(); pY.clear(); 
memset (dist, -1, sizeof(dist)); 


// 计算 到 各 个 门 的 最 近 距 离 
for lint x = O; x < X; X*+*) í 
for (int y = 0; y < Y; ytt) I 
if (field[x][y] == 'D') ( 
dX.push_back (x); 
dY .push_back (y); 
bfs(x, y, dist[x][y]); 
else if (field[x][y] == '.') { 
pX.push_back (x); 
pY.push_back (y); 
} 
} 
} 


w 


// 建 图 
int d = dx.size(), p = pX.size(); 
for tine 1 = 07 1 < G; i++) 4 
for tint J = Q; J < pç ja) í 
if (dist[dX[i]][dY[i]][pX[j]][pY[j]] >= O) ( 
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for (int k = dist[dX[i]][dY[i]][pX[j]][pY[j]]; k <= n; k++) { 
add edge((k = 1) * d édi, m * d + 3); 
) 
) 


) 


// 求解 所 有 人 安全 逃脱 所 需 的 最 少时 间 

if (p == 0) { 
printt ONA") 
return; 

i; 

int num = 0; 

memset (match, -1, sizeof (match)); 

for (int y = O; v= n * dr ytt) f 
memset (used, 0, sizeof (used)); 
:ES { 


if (++num == p) { 
printf("%A\n": v / d + l); 
return; 
J 
} 
} 
// 逃脱 失败 


printf ("impossible\n"); 


Dining (POJ No.3281) 


农夫 约翰 为 他 的 牛 准备 了 下 种 食物 和 DD 种 饮料 。 每 头 牛 都 有 各 自 喜欢 的 食物 和 饮料 ， 而 每 
种 食物 或 饮料 只 能 分 配给 一 头 牛 。 最 多 能 有 多 少 头 牛 可 以 同时 得 到 喜欢 的 食物 和 饮料 ? 


ARERI 

e ISN<100 
e ISF<100 
。 ISD<100 





mu 


喜欢 的 食物 和 饮料 
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1 | 02 | aa | 
[4 | 03 |a | 


输出 


( 3 给 牛 2 食物 2 和 饮料 2， 给 牛 3 食 物 1 和 饮料 1， 给 牛 4 食物 3 和 饮料 3 ) 
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如 果 只 是 分 配 食物 的 话 , 那么 用 二 分 图 最 大 匹配 就 能 够 解决 了 。 但 遇 到 这 种 需要 同时 给 一 头 牛 分 
配 所 喜欢 的 食物 和 饮料 的 情况 ,就 不 能 很 好 的 处 理 了 。 不 过 , 我 们 可 以 将 食物 和 饮料 所 对 应 的 两 


个 匹配 通过 下 面 的 方法 联合 起 来 求解 。 


m 图 的 顶点 在 食物 对 应 的 匹配 中 的 食物 和 牛 , 饮料 对 应 的 匹配 中 的 饮料 和 牛 之 外 , 还 有 一 个 源 点 


s 和 一 个 汇 点 t。 
m 在 两 个 匹配 相同 的 牛 之 间 连 一 条 边 ， 在 s: 和 所 有 食物 ，t 和 所 有 饮料 之 间 连 一 条 边 。 
m 边 的 方向 为 一 食物 一 牛 一 牛 一 饮料 一 :， 容 量 全 都 为 1。 





样 例 对 应 的 图 


这 个 图 中 的 每 一 条 s-! 路 径 都 对 应 一 个 牛 的 食物 和 饮料 的 分 配方 案 。 我 们 把 食物 所 对 应 的 牛 和 饮料 
所 对 应 的 牛 拆 成 两 个 项 点 ， 之 间 连 一 条 容量 为 1 的 边 ， 就 保证 了 一 头 牛 不 会 被 分 配 多 组 食物 和 饮 


料 。 所 以 ， 只 要 计算 该 图 中 的 最 大 流 ， 原 问题 就 迎刃而解 了 。 


// 输入 

int N, F, D; 

bool likeF[MAX_N][MAX_F]; // 食物 的 喜好 
bool likeD[MAX_N][MAX_D]; // 饮料 的 喜好 


void solve() { 


// O-N-1: 食物 一 侧 的 牛 
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// N~2N-1: 饮料 一 侧 的 牛 

// 2N~2N+F-1: 食物 

// 2N+F~2N+F+D-1: 饮料 

int 8 = N * 2 + F + D, t = s +* 1; 


// 在 s 与 食物 之 间 连 边 

for (int i= Ó, < FP; i4+) { 
add_edge(s, N * 2 + i, 1); 

) 


// 在 饮料 和 t 之 间 连 边 

for (int i = 0; i < D; i++) { 
add_edge(N * 2 + F + i, t, 1); 

} 


for (ine w = 0r i ë N; dxe £ 
// 在 食物 一 侧 的 牛 和 饮料 一 侧 的 牛 之 间 连 边 
add_edge(i, N + i, 1); 
// 在 牛 和 所 喜欢 的 食物 或 饮料 之 间 连 边 
fort Une J = OF J < Fy JFF} É 
if (likeF[i][j]) add_edge(N * 2 + j, i, 1); 
) 
for (int j = 0; j < D; j++) { 
if (likeD[i][j]) add_edge(N + i, N * 2 + F + j, 1); 
) 
) 


printf("%d\n", max_flow(s, t)); 
) 


Dual Core CPU (POJ No.3469) 


要 在 由 核 4 和 核 组 成 的 双核 CPU 上 运行 W 个 模块 。 模 块 守 在 核 4 上 执行 的 花费 为 4;， 在 
核 有 上 执行 的 花费 为 Bo 有 M 个 相互 之 间 需 要 进行 数据 交换 的 模块 组 合 (ai b;)， 如 果 这 两 个 
模块 在 同一 个 核 上 执行 则 没有 额外 花费 ， 否 则 会 产生 wi 的 花费 。 请 计算 执行 所 有 模块 所 需 
的 最 小 花费 。 


ARERI 
e 1 <N<20000 
e 1 < M<200000 


N=3 
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(A, B) = CUL, 10), (2, 10), (20; 3)) 
(a, Ð, w) = ((2, 3, 1000)) 


输出 
13 (全 都 在 核 A 上 执行 ) 


用 最 小 的 费用 将 对 象 划分 成 两 个 集合 的 问题 , 常常 可 以 转换 成 最 小 割 后 顺利 解决 。 这 道 题目 就 是 
这 类 问题 的 一 个 经 典 例子 。 考 虑 把 N 个 模块 按照 在 哪个 核 上 执行 分 成 两 个 集合 。 


记 在 核 A 上 执行 的 模块 集合 为 Ss， 而 在 核 B 上 执行 的 模块 集合 为 7。 考 虑 以 模块 为 项 点 ， 并 且 还 有 
额外 的 源 点 ?和 汇 点 芍 图 。 我 们 也 记 图 的 s-( 制 所 对 应 的 包含 s 的 顶点 集合 为 9， 包 含 ! 的 集合 为 了 ， 
然后 来 考察 它们 的 对 应 关系 。 此 时 ， 花 费 的 总 和 是 


> 4 +> B, + Y w, + Y w, 
ieS iE7 


aeS,beT beS,aeT 


如 果 我 们 可 以 通过 合适 地 建 边 使 得 花费 的 总 和 等 价 于 割 的 容量 的 话 , 那么 为 了 求 最 小 花费 只 要 求 
最 小 割 就 好 了 。 


那么 ， 让 我 们 一 步 步 来 建立 满足 这 个 条 件 的 图 吧 。 首 先 ， 考 虑 对 应 
24 
ieS 


的 边 。 这 是 项 点 属于 S 时 所 产生 的 费用 。 所 以 ， 只 要 从 每 个 模块 向 ! 连 一 条 容量 为 4 的 边 就 可 以 对 
应 起 来 。 而 对 于 


28, 
ieT 


也 只 要 从 s 向 每 个 模块 连 一 条 容量 为 Bi 的 边 就 好 了 。 
接 下 来 ,考虑 


>, 
aieS,beT 
这 是 当 a 属 于 S 而 b 属 于 7 时 所 产生 的 费用 , 只 要 从 模块 a 向 模块 b 连 一 条 容量 为 w 的 边 就 可 以 对 应 起 来 。 
对 
2w 
beS,aeT 


亦 可 进行 同样 处 理 。 
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之 后 只 需求 这 个 图 的 最 小 割 , 也 就 是 最 大 流 就 好 了 。 这 道 题目 中 , 因为 图 的 规模 和 容量 都 非常 大 ， 
建议 使 用 Dinic 等 比较 快速 的 网 络 流 算法 。 





样 例 所 对 应 的 图 


// 输入 

int N; Mo 

int A[MAX_N], B[MAX_N]; 

int a[MAX_M], b[MAX_M], w[MAX_M]; 


void solve() { 
iñts=N, t = 8 + 1; 


// 在 各 个 核 上 执行 所 产生 的 费用 

Eor (int i= 0 ff < Np i++) í 
add_edge(i, t, A[i]); 
add_edge(s, i, B[i]); 

i 


// 在 不 同 的 核 上 执行 所 产生 的 费用 

for (nt i = 0; i < M it) í 
add_edge(a[i] - 1, b[i] - 1, w[i]); 
add_edge(b[i] - 1, a[i] - 1, w[i]); 

i; 


printf("%d\n", max_flow(s, t)); 





Farm Tour (POJ No.2135) 





农夫 约翰 的 朋友 前 来 拜访 ,于 是 他 带领 大 家 参观 他 的 农场 。 农 场 里 及 块 地 ,其 中 约翰 的 家 
在 1 号 地 ， 而 入 号 地 有 个 很 大 的 仓库 。 农 场 内 有 M 条 道路 ( 双向 通行 )， 道 路 i 连接 着 qj 号 
地 和 b; 号 地 ， 长 度 为 co 约翰 希望 按照 从 家 里 出 发 ， 经 过 若干 块 地 后 达到 仓库 ， 然 后 再 返回 
家 中 的 顺序 带 朋友 参观 。 如 果 要 求 往返 不 能 经 过 同一 条 道路 两 次 ， 求 参观 路 线 总 长 度 的 最 
小 值 。 
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ARERI 

e | < N< 1000 

e 1] < M<. 10000 
° 1 三 ai， b,< N 

e |] <c,<35000 





Ns Sa Wy (CS y 332 OL Bi Ds (Ae tr 29 


输出 


6112431) 








如 果 只 考虑 去 或 者 回 的 情况 , 那么 问题 只 不 过 是 无 向 图 中 两 点 之 间 的 最 短路 问题 而 已 。 但 现在 既 
要 去 又 要 回 , 并 且 有 不 能 经 过 相同 的 道路 这 一 限制 。 那 么 ,如 果 先 计算 去 时 的 最 短路 ， 然 后 将 所 
用 的 道路 删 去 ,再 在 剩 下 的 图 上 计算 回来 时 的 最 短路 , 这 样 是 否 可 行 呢 ? 应 该 马上 就 能 找到 反例 
证 明 该 方法 不 总 能 得 到 最 优 结 果 吧 。 于 是 ,我 们 放弃 把 问题 当 作 去 和 回 的 这 种 想法 ， 转 而 将 问题 


当 作 求 从 1 号 顶点 到 XN 号 顶点 的 两 条 没有 公共 边 的 路 径 又 如 何 呢 ? 这 样 转化 之 后 ,就 不 过 是 求 流量 
为 2 的 最 小 费用 流 了 ， 问 题 得 以 轻松 解决 。 

// 输入 

int N; W 


int a[MAX_M], b[MAX_M], c[MAX_M]; 


void solve() { 

// 建 图 

int s = 0,t= N= 1; 

V = N; 

for (int i = 0; i < M; i++) { 
add_edge(a[i] - 1, b[i] - 1, 1, c[i]); 
add edge(blil = 1; ali] = 1, 1, ctil; 

) 


printf("%d\n", min_cost_flow(s, t, 2)); 
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Evacuation Plan (POJ No.2175 ) 


一 条 街 上 有 MN 蛋 大 楼 。 为 了 防范 核 战 争 而 建 有 核 防 空洞 。 大 楼 ;的 坐标 为 ( 太 Y), ABAE 
里 面 工作 。 而 防空 洞 /的 坐标 为 (P, O)， 最 多 能 够 容纳 C 个 人 。 大 楼 i 中 的 人 到 防空 洞 /去 避难 
所 需 的 时 间 为 -PH CI+1。 为 了 防止 所 有 人 都 选择 最 近 的 防空 洞 避难 而 导致 一 些 防空 洞 
的 人 数 超过 设计 限制 ， 街 道 议会 指定 了 一 个 避难 计划 。 该 计划 中 指定 了 应 该 从 大 楼 i 到 防空 
JF) j 避难 的 人 数 ;jo 请 判断 如 果 按 照 该 计划 避难 的 话 , 所 有 人 避难 所 用 时 间 的 总 和 是 不 是 最 
小 的 。 如 果 已 经 是 最 小 的 话 ， 输 出 "OPTIMAL"， 否 则 输出 "SUBOPTIMAL"， 并 输出 一 组 时 
间 总 和 更 小 的 避难 计划 。 


ARERI 
。1<N<100 
。1<M<100 
e —1000< X, Y,<1000 
e 1<B;<1000 
e -1000 < P;, Q;< 1000 
e 1<C,<1000 
e 0<E;;< 1000 





N=3 
M=4 
(E X, B) = Ua Bs Da (F2 2y Bs (2 27 SI 
(P; Q, 5) = tia í, 3y. GL. i á), th 22; Ds O -Air 3 
E= 3e 1, šW, UF X6,., 6, 6, Ok, tor 3, 06, 2y) 
输出 
SUBOPTIMAL 
3 g 1 1 
0060 
0 2 0 1 


像 这 样 要 确定 两 类 物体 之 间 的 对 应 关系 , 并 希望 使 总 花费 最 小 的 问题 称 为 指派 问题 。 如 果 把 两 类 
物体 当 作 顶 点 ,并 在 顶点 之 间 连 接 权 重 为 对 应 的 花费 的 边 , 就 转化 为 了 最 小 权 匹 配 问题 。 与 二 分 
图 最 大 匹配 可 以 用 最 大 流 求解 类 似 , 二 分 图 最 小 权 匹 配 可 以 用 最 小 费用 流 求解 。 建 图 的 方法 和 二 
分 图 最 大 匹配 的 情况 几乎 一 样 。 


在 代表 大 楼 的 顶点 集合 U 和 代表 防空 洞 的 顶点 集合 V 之 外 ,添加 源 点 so 和 汇 点 t。 从 s 向 各 个 大 楼 uE 
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L 连 一 条 容量 为 楼 内 人 数 、 费 用 为 0 的 边 , 从 各 个 防空 洞 ve 7 疝 雷 一 条 容量 为 防空 洞 的 收容 上 限 、 
费用 为 0 的 边 ， 再 从 各 个 大 楼 xE U 向 各 个 防空 洞 ye V 连 一 条 容量 为 INF、 费 用 为 它们 之 间 的 距离 
的 边 。 假 设 所 有 大 楼 里 的 总 人 数 为 F， 那么 原 问题 所 要 求 的 最 小 费用 就 是 所 建 图 中 流量 为 F 的 最 
小 费用 流 的 费用 ”。 


事实 上 , 大 楼 和 防空 洞 之 间 的 边 的 容量 只 要 取 大 楼 内 的 人 数 和 防空 洞 的 收容 上 限 中 的 较 小 者 就 足 
够 了 。 不 过 为 了 方便 起 见 ， 这 里 直接 取 了 INF。 建 好 图 之 后 ， 利 用 最 小 费用 流 求 出 最 小 花费 ， 再 
与 题 中 所 给 方案 的 所 需 花 费 进行 比较 ， 就 知道 题 中 所 给 的 避难 计划 是 不 是 最 优 的 了 。 


// 输入 

int N, M; 

int X[MAX_N], Y[MAX_N], B[MAX_N]; 
int P[MAX_M], Q[MAX_M], C[MAX_M]; 
int E[MAX_N] [MAX_M]; 


void solve() { 
// 建 图 
// 0~N-1: 大 楼 
// N~N+M-1: 防空 洞 
int g = N * M, t = 8 + 1; 


V = t +1; 
int cost = 0; // 计算 避难 计划 的 总 花费 
int F = 0; // 总 人 数 


for (int is O; 2 1 
for (int j = 0; j < M; j++) { 
int c = abs(X[i] - P[j]) + abs(Y[i] - Q[j]) + 1; 
add_edge(i, N + j, INF, c); 
cost +a B[3i][j] * @; 
} 
j; 
for (int i = 0; i < N; i++) { 
add_edge(s, i, B[i], 0); 
F += B[i]; 
) 
Efor (int i = 0; 1 < M; i++} í 
add_edge(N + i, t, C[i], 0); 
) 


2t (mim post flows: tr P < ost) £ 
// 非 最 优 时 
printf ("SUBOPTIMAL\n"); 
for (int i = 0; i < N; i++) { 
for (int 3 = O; f < Mz J+#) í 
printf ("3d%c", GIN + Jj][3] cap, j * 1 == M % ja" e t tj} 
} 
} 
} else { 


O F 也 是 最 大 流 的 流量 ， 所 以 此 时 也 称 为 最 小 费用 最 大 流 。 除 了 前 面 提 到 的 流量 任意 等 情况 外 ， 多 数 应 用 场合 我 们 用 的 
都 是 最 小 费用 最 大 流 。 一 一 译 者 注 
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// 最 优 时 
printf ("OPTIMAL\n"); 
} 
i: 


不 过 这 个 题目 并 不 要 求 最 小 花费 ,只 要 能 够 判断 是 不 是 最 小 的 就 足够 了 , 所 以 可 以 更 为 高 效 地 求 
解 。 不 妨 回想 一 下 我 们 对 最 小 费用 流 算法 正确 性 的 证 明 。 某 个 流 碍 同 流量 中 的 最 小 费用 流 ， 等 
价 于 的 残余 网 络 中 没有 负 圈 。 因 此 ， 我 们 在 指派 问题 对 应 的 图 中 ， 增 广 所 给 避难 计划 所 对 应 的 
流 ， 然 后 在 残余 网 络 上 检查 有 没有 负 圈 就 能 够 判断 解 是否 是 最 优 的 了 。 


而 要 判断 有 向 图 中 有 没有 负 圈 ， 只 要 用 Bellman-Ford 算 法 或 是 Floyd-Warshall 算 法 就 能 轻松 办 到 。 
而 如 果 找 到 了 一 个 负 圈 ， 通 过 沿 着 该 负 图 增 广 ， 就 能 够 得 到 在 相同 流量 下 费用 更 小 的 流 了 。” 


Const int MAX V = MAX N + MAX M+ 1; 


int X[MAX_N], Y[MAX_N], B[MAX_N]; 
int P[MAX_M], Q[MAX_M], C[MAX_M]; 
int E[MAX_N] [MAX_M] ; 


int g[MAX_V] [MAX_V]; // 距离 矩阵 
int prev[MAX_V] [MAX_V]; // 最 短路 中 的 前 驱 
bool used[MAX_V]; // 找 圈 用 的 标记 


void solve() ( 
int V = N + M + 1; 
// 计算 距离 矩阵 
for tint i = 0; 3 < V; i++) f 
fll elz], gli] + X; XN) 
] 
oo 
int sum = 0; 
tor tine ù = Oz 3 < Ny Lr) { 
int c = abs(X[i] - P[j]) + abs(Y[i] - Q[j]) + 1; 
@T3] [N * Jj] = ë> 
i£ (B[3]JT3] > O gN + jTi = =e; 
sum += E[i] [j]; 
j 
if (sùm > 0) 4 
g[N + M][N + j] = 0; 
) 
+£ (um 用 CHI € 
g[N + j][N + M] = 0; 
3 
) 


// 用 Floyd- Warshal1 算 法 查找 负 力 


O 利用 这 个 原理 ,我 们 可 以 先 求 出 任意 一 个 流 ， 然 后 不 断 消 去 负 圈 而 得 到 最 小 费用 流 ， 这 类 算法 称 为 消 负 圈 算 法 。 与 之 
相对 的 ， 前 面 所 介绍 的 算法 称 为 连续 最 短路 算法 。 一 一 译 者 注 
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for (int i = 0; i < V; i++) { 
for (Wint j= O; j < Yr get) X 
previi] [3] = 3; 


) 
) 
for (int k = 0; k < V; k++) ( 
for (int ìi = 0; ji < V; i++) í 
for (int j = 0; j < Na jt í 
if (g[i][j] > g[i][k] + g[k][j]) ( 
g[i][j] = g[i] [k] + g[k] [j]; 
prev[i][j] = prev[k] [j]; 


if (i == Jj de TULTILE] <0) { 
fill(used, used + V, false); 
// 找到 负 国 
for (int v = i; !used[v]; v = prev[i][v]) ( 
used[v] = true; 
if (v != N + M && prev[i][v] != N + M) ( 


IE T Sa N) í 
E[prev[i][v]][v - N]++; 
) else ( 
Et] [prev tri] [g]. = N]==; 
) 
j: 
} 
printf ("SUBOPTIMALNn"); 
for (int x = 0; x < N; x++) { 
for (int y = 0; y < M; y++) { 


ET BEDE] D], Y $ 4 ==é NN s e rja 
) 
) 
return; 
) 
} 
} 
} 

} 
// 最 优 时 
printf ("OPTIMAL\n"); 


} 


The Windys (POJ No.3686) 


预定 了 N 个 玩具 ， 交 付 给 M 个 工厂 加 工 。j 号 工厂 加 工 ;号 玩具 需要 Zi 的 时 间 。 每 个 玩具 都 
应 该 完全 在 某 一 个 工厂 内 加 工 完 。 玩 具 的 制作 顺序 可 以 是 任意 的 ,但 每 个 工厂 在 完全 加 工 好 
一 个 玩具 前 ， 都 不 能 处 理 别 的 订货 单 。 请 问 加 工 完 所 有 玩具 的 平均 时 间 的 最 小 值 。 
限制 条 件 


| ISN, M< 50 
e 1<Z,;< 100000 
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< 


输入 

N =3 

M= 4 

Z = ((100, 100, 100, 1), (99, 99, 99, 1), (98, 98, 98, 1)) 
输出 


2.0 (全 部 交 给 4 号 工厂 加 工 ) 


输入 
N= 3 
M= 4 


a = Cile 100r 199, 300), Y89;, l, 99, 591, 95, S8, 1, 9815) 





输出 


1.0 (分 别 交 给 1、2、3 号 工厂 加 工 ) 





3 
4 
(13, J00, 300; 1007y 117 99, 99; 99), (98; 1; 98; 991) 


= 
"Ë M H 


输出 


1.333333 (1 号 工厂 负责 加 工 1 号 和 2 号 玩具 ，2 号 工厂 负责 加 工 3 号 玩具 ) 


因为 加 工 完 所 有 玩具 的 平均 时 间 就 是 总 时 间 除 以 W， 所 以 只 要 最 小 化 总 时 间 就 好 了 。 首 先 ， 不 妨 
考虑 一 下 每 个 工厂 只 能 加 工 一 个 玩具 的 情况 。 此 时 ， 问 题 就 是 普通 的 指派 问题 ， 利 用 最 小 费用 流 
就 能 够 求解 了 。 而 现在 的 情况 是 一 个 工厂 能 够 加 工 多 个 玩具 。 为 了 分 析 允 许 加 工 多 个 玩具 时 ,， 完 
成 的 总 时 间 和 玩具 之 间 的 关系 ， 不 妨 先 考虑 只 有 一 个 工厂 的 情形 。 


假设 加 工 号 玩具 所 需 的 时 间 为 Z;。 当 我 们 按照 a1, a, a, 的 顺序 加 工 玩具 时 ， 显 然 中 途 休息 是 没 
有 好 处 的 ， 所 以 总 时 间 的 最 小 值 7 为 


P= Z, +Z 32, eet (Z, Z etz) 
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对 它 做 适当 的 变形 ， 就 得 到 了 
Te N xz NXZ, 21582; 


从 该 式 中 应 该 可 以 发 现 ， 当 只 有 一 个 工厂 时 , 为 了 最 小 化 总 时 间 , 应 该 从 花费 时 间 较 少 的 玩具 开 
始 加 工 。 


那么 , 当 有 多 个 工厂 时 又 该 如 何 呢 ? 因为 只 有 一 个 工厂 时 可 以 用 贪心 法 求解 , 如 果 我 们 已 经 确定 
了 各 个 玩具 应 该 在 哪个 工厂 加 工 的 话 ， 就 能 够 计算 对 应 的 最 小 总 时 间 了 。 但 是 ， 本 题 中 的 高达 
50, 不 可 能 枚 举 所 有 的 分 配方 案 。 于 是 我 们 再 回顾 一 下 只 有 一 个 工厂 时 的 最 小 总 时 间 7 的 表达 式 。 


T=NxZ,(N-1)xZ, +…+1xZ， 


这 个 式 子 除了 可 以 看 成 是 制作 多 个 玩具 的 一 个 工厂 外 , 还 可 以 看 成 是 多 个 只 能 制作 一 个 玩具 的 工 
厂 , 只 不 过 它们 各 自 需 要 花费 1 倍 到 N 倍 的 时 间 。 这样 来 想 的 话 , 这 道 题 也 不 过 是 普通 的 指派 问题 
而 已 ， 用 最 小 费用 流 就 能 解决 了 。 


// 输入 
int N, M; 
int Z[MAX_N] [MAX_M]; 


void solve() { 
// 0~N-1: 玩具 
// N~2N-1: 0 号 工厂 
// 2N~3N-1: 1 号 工厂 
£ rs 
// MN~ (M+1)N-1: M-1 号 工厂 
int 8 = N + N * M, t = s + 1; 
V = t * 1⁄ 
foe (iat i = Dz í < Ny I++) + 
add_edge(s, i, 1, 0); 
) 
for (int g = 0i j < Mç; j++) { 
for (int k = Di k < Ñ; k+) { 
add_edge(N + j * N + k, t, 1, 0); 
for (int i= O; i< Ny i++) { 
add_edge(i, N + j * N + k, 1, (k + 1) * Z[i][j]); 
) 
) 
) 


printf ("%.6f\n", (double) min_cost_flow(s, t, N) / N); 
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Intervals (POJ No.3680 ) 


给 定 NN 个 带 权 的 开 区 间 。i FERR Ž (a, b), KEA wi。 现 在 要 从 中 选取 一 些 区 间 ， 要 求 
任意 点 都 不 被 超过 天 个 区 间 履 盖 ， 目 标 是 最 大 化 总 的 权重 


上 限制 条 件 

e 1<K<N<200 
e 1<a;<b;< 100000 
e 1< w;< 100000 








输出 














输入 
N= 3 
K = 1 


输出 


12 (选取 2 号 和 3 号 区 间 ) 


<P 








输入 
N=3 
K = 2 


(a, b, w) = ((1, 100000, 100000), (1, 150, 301), (100, 200, 300)) 





输出 


100301 (选取 1 号 和 2 号 区 间 ) 
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首先 不 妨 考虑 一 下 K=1 的 情况 。 此 时 问题 等 价 于 从 这 WN 个 区 间 中 选取 一 个 元 素 互 不 相交 的 子 集 ， 
目标 是 最 大 化 子 集 元 素 的 权重 和 。 这 个 问题 又 被 称 为 区 间 图 的 最 大 权 独 立 集 问题 , 可 以 用 如 下 的 
DP 算法 求解 。 
首先 ， 对 所 有 区 间 的 端点 排序 得 到 一 个 xi 的 数组 。 令 

员 [ 让 = 只 考虑 大 入 Xi 的 区 间 所 能 得 到 的 最 大 总 权重 
则 有 

dp[i] = max(dp[i-1], max{dplj]+w; | ar=x; § br=xi} 


那么 , 了 解 了 K=1 时 的 解法 , 让 我 们 参考 它 再 看 一 下 K>1 时 的 解法 。 任意 点 都 不 被 超过 K 个 区 间 巷 
盖 就 等 价 于 可 以 把 答案 划分 为 K 个 互 不 相交 的 区 间 组 成 的 子 集 。 那 么 ， 利 用 K=1 的 情况 中 所 用 的 
DP， 每 次 求 得 最 优 解 ， 再 将 选中 的 区 间 删 去 ， 对 剩余 部 分 采取 同样 处 理 重复 K 次 ， 这 个 方法 可 行 
么 ?这 显然 是 不 行 的 ， 应 该 很 容易 就 能 找到 反例 。 不 妨 再 来 仔细 看 一 下 刚才 的 DP 递 推 式 。 它 可 
以 看 作 是 在 求解 如 下 所 建 的 图 中 的 最 短路 问题 。 

m 给 m 个 端点 x 建立 对 应 的 顶点 v 

E 从 -向 vi 连 一 条 费用 为 0 的 边 ， 对 区 间 ， Ras Hbi, 则 从 vw 向 vw 连 一 条 费用 为 -wi 的 边 。 
而 K=1 时 DP 所 得 到 的 最 大 总 权重 ,就 是 该 图 中 从 w 到 v1 的 最 短路 的 费用 的 相反 数 。 

在 该 图 中 沿 着 权重 为 -wi 的 边 增 广 就 对 应 于 选中 区 间 w;。 因 此 ， 令 这 类 边 的 容量 为 1， 而 其 余 边 的 
容量 为 o， 则 一 个 流量 为 K 的 wo-w- 流 就 对 应 原 题 所 要 求 的 KE 个 子 集 。 因 此 ， 利 用 最 小 费用 流 ， 原 


问题 也 就 迎刃而解 了 。 不 过 需要 注意 的 是 , 本题 的 图 中 含有 负 权 边 。 这 里 我 们 用 上 一 小 节 的 专栏 
中 所 介绍 的 技术 ， 先 令 所 有 负 权 边 初始 都 满 流 来 处 理 负 权 边 的 情况 。 


Lez 


Co 20,0 a) 
样 例 2 对 应 的 图 
// 输入 
int N, K; 


int a[MAX_N], b[MAX_N], w[MAX_N]; 


void solve() { 
// 预 处 理 端点 集合 
Vector<int> x; 
for (ine i= Oz š < Nz Y**) í 
x.push_back(a[i]); 
x.push_back(b[i]); 
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sort (x.begin(), x.end()); 
x.erase(unique(x.begin(), x.end()), x.end()); 


// 建 图 

int m = x.size(); 

int s = m, t = s + 1; 
V=t+1 

int res = 0; 


add_edge (s, 0, K, 0); 

add_edge (m - 1, t, K, 0); 

for (int i = 0; i + 1 < m; i++) ( 
add_edge(i, i + 1, INF, 0); 


) 

for (int i = 0; i < N; i++) { 
int u = find(x.begin(), x.end(), a[i]) - x.begin(); 
int v = find(x.begin(), x.end(), b[i]) - x.begin(); 


// Muvi- tl, W H|p-w[iló5i 
add_edge(v, u, 1, w[i]); 
add_edge(s, v, 1, 0); 

add_edge(u, t, 1, 0); 

res -= w[i]; 


) 


res += min_cost_flow(s, t, K + N); 
printf("%d\n", -res); 
) 





专栏 ”线性 规划 问题 m ETER 5 S; 
在 线性 不 等 式 或 等 式 组 成 的 约束 条 件 下 , 最 大 化 或 最 小 化 线性 目标 函数 值 的 问题 被 称 为 线性 
规划 问题 ( LP: Linear Programming )。 实 际 上 最 短路 问题 、 网 络 流 问 题 等 许多 最 优化 问题 都 
可 以 写成 线性 规划 问题 的 形式 。 而 所 有 的 线性 规划 问题 通过 适当 的 变形 之 后 ， 都 可 以 转 成 如 | 
下 标准 型 。 


max{crx:4xr 入 六 x 过 0,xe 及 "} 


RP, ARER, bide c 3, x>0 这 样 的 不 等 式 表示 的 是 向 量 中 所 有 的 维度 都 满足 所 给 | 
不 等 式 。 U 


在 线性 规划 问题 中 ， 有 一 个 被 称 为 “对 偶 性 ”的 重要 概念 。 首 先 ， 让 我 们 考虑 如 下 LP 问题 。 


maximize 2x + 3X, 

sb 入 2% S6 (D 
x+x S4 (2) 
x, x, 2 0 


当 xi=z=2 时 ， 目 标 函 数 的 值 为 10。 通 过 将 2 个 约束 条 件 相 加 ， 得 到 
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(D+(2):2x +3x, <10 


所 以 IRERE E-i, J$. 2 K Ait 3 £ LK T2K6 y1 和 ys 后 再 相 加 ， 就 可 
以 得 到 如 下 不 等 式 。 
JiD+ya(2):(O+ya)20 + 2p1+y,)x, S 6y1+4y, 


这 里 假设 ytyy 宇 2 和 2y1t+y, 宇 3 成 立 的 话 ， 那么 右 侧 的 6y1+4ys 就 是 最 优 解 的 上 界 。 以 最 小 化 
满足 条 件 的 上 界 为 目标 ， 就 得 到 了 下 面 的 LP 问题 。 


maximize 6y, +4y, 
Et y+y,22 (1 
2y, +y, 23 (2) 
y +y, 20 


对 于 这 样 得 到 的 新 间 题 ， 如 果 我 们 再 考虑 最 大 化 它 的 目标 函数 值 的 下 界 的 问题 ， 就 又 会 得 到 
和 最 开始 一 样 的 问题 。 我 们 将 这 两 个 问题 分 别称 为 原 问题 和 对 偶 问 题 。 更 一 般 地 ， 标 准 型 的 
最 大 化 问题 


(P)max{c" x: Ax < b,x Z 0,x€ R”) 


的 对 偶 问题 是 最 小 化 问题 
(D)min{b" y: A" y > e, y > 0, ye R”) * 


从 对 偶 问题 的 导出 过 程 可 以 知道 (P 的 最 优 解 )<(D 的 最 优 解 )。 事实 上 ， 当 存在 最 优 解 时 ， 等 
号 总 是 成 立 的 ， 这 又 被 称 为 强 对 偶 定理 。 例如， 最 大 流 问 题 是 最 小 割 问 题 的 对 偶 问题 ， 由 强 
对 偶 定理 可 知 它们 的 值 是 相等 的 。 另外， 最 大 匹配 问题 是 最 小 顶点 覆盖 的 对 偶 问题 ,但 是 把 
这 些 问题 写成 LP 问题 的 形式 ， 最 优 解 未 必 是 整数 。 不 过 对 于 二 分 图 ， 最 优 解 一 定 是 整数 ， 
因此 二 分 图 的 最 大 匹配 等 于 最 小 顶点 履 盖 。 


利用 单纯 形 法 或 内 点 法 ， 我 们 能 够 高 效 地 求解 LP 问题 ， 不 过 在 程序 设计 竞赛 当中 ， 却 不 常 | 
出 现 需要 使 用 这 些 算法 求解 的 题目 。 不 过 ， 了 解 LP 问题 的 对 偶 性 的 概念 ， 对 于 理解 算法 是 | 
PAIN, ANRA M TAERAA SRAYA. 


n E ay SET E o E a aT e 





(D 对 偶 问题 里 的 y 和 原 问题 里 的 x 的 维度 可 能 不 同 ， 不 一 定 都 是 n。 一 一 译 者 注 
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哈 比 赛 中 常常 会 出 一 些 几何 方面 的 问题 。 大 多 数 的 几何 问题 实现 起 来 都 比较 复杂 ,并 有 较 多 的 边 
界 情况 和 数值 误差 需要 考虑 ， 所 以 解答 起 来 可 能 比 看 起 来 的 还 要 难 。 几 何 问题 千变万化 ， 要 一 一 
讲解 是 非常 困难 的 ， 本 节 将 围绕 其 中 最 常用 的 技巧 和 思想 ， 介 绍 求解 几何 问题 的 方法 


3.6.1 计算 几何 基础 


Jack Straws (POJ 1127) 


PTLK nik KAR, KAL ihh ntg LADAN (pi, pi,) 和 (qs, qs)。 给 定 m 对 木 棍 (a;, bi), 
请 判断 每 对 木 棍 是 否 相连 。 当 两 根木 棍 之 间 有 公共 点 时 ， 就 认为 它们 是 相连 的 。 通 过 相连 的 
木 棍 间接 的 连 在 一 起 的 两 根木 棍 也 认为 是 相连 的 


上 限制 条 件 

e 2<n<12 

° 0<pi, Piv qis qi < 100 

e 0<m< 10000, 1 <a,, b,<n 











4 

(00, 4), (0, 1), Ao Zle (QL, D) 

t 04, ly, (2, 3), (03, Ala (2, 3) 

4 

Sy BI S LL 292 tir As 2e Iir (e7 8} 


" HII "I "! 


— B Q g 5 








输出 


CONNECTED 
NOT CONNECTED 
CONNECTED 
NOT CONNECTED 
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样 例 对 应 的 场景 


木 棍 就 是 二 维 平面 上 的 线段 ,只 要 能 够 判断 线段 是 否 相 交 , 那么 建 图 以 后 就 可 以 轻松 地 进行 连接 
性 判断 。 那么 ， 应 该 如 何 判 断 两 条 线段 是 否 相交 呢 ?” 首 先 会 想到 计算 两 直线 的 交点 ,然后 判断 交 
点 是 否 在 线段 上 这 一 方法 。 那么 两 条 直线 的 交点 要 怎么 求 得 呢 ? 虽然 可 以 把 直线 表示 成 方程 , 通 
过 联 立 方程 组 求解 。 但 在 几何 问题 中 , 运用 向 量 的 内 积 和 外 积 进行 计算 是 非常 方便 的 。 对 于 二 维 
[n] £p =(xi, ype, 2)， 我 们 定义 内 积 prPz=xpo+ty0>， 外 积 Pixp=xo02-yita。 要 判断 点 9 是 否 
在 线段 pi-pz 上 ， 只 要 先 利用 外 积 根据 是 否 有 (pi-9g)x(p2-9g)=0 来 判断 点 4 是 否 在 直线 Pi-p2> 上 ， 再 利 
用 内 积 根据 是 否 有 (pi-g)'(p2-g) 生 0 来 判断 点 4 是 否 落 在 Pi-pz 之 间 。 而 要 求 两 直线 的 交点 ， 通 过 变 
量 ! 将 直线 Pi-pP? 上 的 点 表示 为 Pi+tpz-Pi)， 交 点 又 在 直线 qi-q? 上 ， 所 以 有 : 


(q=—qi)x(pi+t(p-—pi)-qi)=0 
于 是 可 以 利用 下 式 求 得 上 的 值 。 
(q, —q,)X (p, 一 局 ) 


但 是 , 使 用 这 个 方法 时 还 要 注意 边界 情况 。 让 我 们 来 看 看 样 例 中 的 木 棍 2 和 木 棍 4。 这 两 条 线段 是 
平行 的 ， 对 应 直线 没有 交点 。 但 平行 的 线段 也 有 可 能 有 公共 点 ， 所 以 此 时 需要 特别 注意 。 对 此 有 
不 同 的 处 理 方法 ， 这 里 我 们 选择 通过 检查 端点 是 否 在 另 一 条 线段 上 来 判断 。 


p + (p,- p.) 


double EPS = 1e-10; 


// 考虑 误差 的 加 法 运算 

double add (double a, double b) { 
if (abs(a + b) < EPS * (abs(a) + abs(b))) return 0; 
return a + b; 


) 


// 二 维 向 量 结构 体 

etruct P ( 
double x, y; 
PU G 


252 第 3 章 出 类 拔 革 一 一 中 级 篇 


P(double x, double y) : x(x), y(y) { 
J 
P operator + (P p) ( 
return P(add(x, p.x), add(y, p.y)); 
) 
P operator - (P p) ( 
return P(add(x, -p.x), add(y, -p.y)); 
) 
P operator * (double d) ( 
return P(x * d, y * d); 
) 
double dot(P p) ( // 内 积 
return add(x * p.x, y * p.v); 
) 
double det(P p) ( // 外 积 
return addtx * p.y, -y * p.x); 
) 
i: 


// 判断 点 gq 是 否 在 线段 pl1-p2 上 
bool on_seg(P pl, P p2, P q) { 

return (pl - q).det(p2 - q) == 0 && (pl - q).dot(p2 - q) <= 0; 
) 


// 计算 直线 p1-p2 与 直线 q1-q2 的 交点 
P intersection(P pl, P p2, P ql, P q2) { 

return pl + (p2 - pl) * ((q2 - ql).det(ql - pl) / (q2 - ql).det(p2 - pl1)); 
) 


// 输入 

int ñ; 

P p[MAX_N], q[MAX_N]; 
int m; 

int a[MAX_M], b[MAX_M]; 


bool g[MAX_N] [MAX_N]; // 相连 关系 图 


void solve() ( 
for Gnt 2 = Q; i < pi J++) í 
g[i][i] = true; 
for (int j = 0; j < i; j++) 4 
// F|BE AA 38ife K4R3i2 S 235. 
if ((p[i] - q[i]).det(p[j) - q[3]) == 0) ( 
// 平行 时 
g[i][j]) = g[j][i] = on_seg(p[i], q[i], p[j]) 
| on_seg(p[i], alil, q[3j1]) 
| on_seg(p[j], alj], plil) 
| on_seg(p[j], q[j], q[i]); 
) else { 
// 非 平行 时 
P x = lnterseceiontpli]y G[1); pljls qljlys 
g[i][j] = g[j][i] = on_seg(p[i], qli], r) && on_seg(p[j], q[j], r); 
) 
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) 
// 通过 Floyd-Warshall 算 法 判断 任意 两 点 间 是 否 相 连 
for (int k = 0; k < n; k++) { 
for (iE i =. D+ à < 0 bip S 
fòr (ane j = Ú; 9 < a 1447 ( 
g[i][j] |= g[i][k] && g[k] [j]; 
) 
ia 
) 


for (int i = 0; i m; Lrr) 4 
puts(g[a[i] - 1][b[i] - 1] ? "CONNECTED" : "NOT CONNECTED"); 
) 
$ 


像 这 样 , JUA m EREE EAER AE AE RAKNER EN FAN PEB A 
情况 有 : 


(1) 两 直线 平行 、 三 点 共 线 或 除 零 的 情况 。 

(2) 将 所 有 点 排序 后 处 理 时 ， 和 弄 错 了 对 相同 x* 坐 标 或 ?坐标 的 点 的 处 理 顺序 。 
(3) 判断 直线 和 多 边 形 是 否 相 交 时 ， 漏 掉 了 直线 恰好 通过 多 边 形 顶 点 的 情况 。 
(4) 判断 两 个 实心 物体 是 否 相交 时 ， 忘 记 了 其 中 一 个 完全 在 另 一 个 内 部 的 情况 。 
(5) 在 物体 移动 的 模拟 类 问题 中 ， 将 初始 相 接触 但 随后 分 离 的 情况 误 判 为 碰撞 。 


此 外 , 求解 几何 问题 时 往往 会 用 到 浮 点 数 ， 因 而 要 多 注意 一 下 误差 问题 。 由 于 以 整数 形式 输入 的 
情况 很 常见 ， 所 以 如 果 可 能 的 话 ， 尽 量 保持 整数 形式 处 理 也 是 一 种 办 法 。 


事实 上 ， 判 断 线段 相交 时 ,通常 不 用 前 面 这 样 利 用 两 直线 交点 的 方法 ， 而 是 利用 基于 ccw 函 数 " 
的 方法 。 有 兴趣 的 读者 可 以 查阅 一 下 相关 资料 。 另外 ，C++ 中 可 以 把 STL 的 complex 类 ” 当 作 二 维 
向 量 使 用 ， 这 样 就 不 用 自己 实现 各 种 运算 且 容 易 完 成 各 类 操作 ， 十 分 方便 。 这 次 我 们 介绍 了 如 
何 求 两 直线 的 交点 ,此 外 也 有 需要 求 直线 同 圆 的 交点 或 是 两 个 圆 的 公 切 线 之 类 的 情况 。 虽然 计 
算 并 不 那么 复杂 ,但 容易 出 现 各 种 差错 。 对 这 类 在 问题 中 经 常会 用 到 的 函数 ， 不 妨 预先 准备 好 
相应 的 模块 。 


(D cew 是 Counter Clock Wise 的 缩写 。 一 一 译 者 注 
@ 严格 来 说 std::complex 是 C++ Standard Library 的 一 部 分 ， 但 不 属于 Standard Templete Library 的 一 部 分 。 一 一 译 者 注 
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专栏 计算 误差 O 


在 处 理 double Z 24539. 2 kat, 需要 注意 渗 皮 误差。 mv 
的 形式 ”， 对 于 一 定 范围 内 的 整数 ， 可 以 精确 表示 , 但 对 于 0.1 这 样 的 简单 的 小 数 ， 却 无 法 精 
确 表示 。 对 于 不 能 精确 表示 的 数 ， 只 能 通过 所 能 表示 的 数 中 最 接近 的 数 近 似 表示 。 近 似 表示 
造成 的 误差 则 称 为 含 入 误差 。 


对 于 double 类 型 , 尾数 部 分 大 致 相当 于 10 进 制 下 的 15 位 ,多 数 情况 下 , 就 其 计算 结果 而 言 ， 
精度 已 经 足够 了 。 但 当 我 们 要 比较 两 个 计算 后 的 结果 时 ， 就 需要 特别 注意 。 


例如 上 面 的 问题 ， 首 先 求 出 交点 ， 然 后 判断 交点 是 否 在 线段 上 。 如 果 我 们 完全 不 考虑 误差 ， 
程序 将 会 得 到 Wrong Answer。 这 是 因为 由 于 误差 ， 原 本 应 该 相等 的 结果 有 可 能 实际 上 并 不 
相等 。 比 较 包 含 舍 入 误差 的 浮 点 数 时 所 采用 的 方法 ， 一般 是 选取 合适 的 足够 小 的 常数 EPS, 
按 如 下 规则 处 理 

a<0— a <-=EPS 

a<=0— a< EPS 

a == 0 — abs(a) < EPS 


”在 大 多 数 计算 结果 不 是 太 大 的 情况 下 ， 都 可 以 使 用 该 方法 处 理 。 但 在 几何 问题 的 计算 过 
程 中 ， 常 会 通过 内 积 或 外 积 得 到 原 坐 标 值 平方 大 小 的 结果 ， 在 比较 这 些 大 的 结果 时 需要 
格外 注意 。 假 设 所 取 的 ESP 为 10"。 现 在 要 求 对 因为 误差 导致 原本 相等 却 实际 不 等 的 大 
约 10* 大 小 的 两 个 数 作 差 ,并 判断 差 是 否 等 于 0。 由 于 double 的 精度 只 有 约 十 进 制 15 位 ， 
所 得 差 的 绝对 值 将 大 于 EPS， 所 以 会 被 误 判 为 不 等 。 像 这 样 ， 求 两 个 非常 接近 的 数 的 差 
时 将 会 发 生 有 效 位 丢失 ， 导 致 所 得 结果 的 有 效 数 字 位 数 大 大 减少 。 前 面 的 程序 ， 我 们 所 
采取 的 方法 是 ， 在 进行 浮 点 数 减法 时 ， 如 果 两 个 数 按 相对 误差 比较 是 相等 的 就 令 结果 为 
0。 这 样 我 们 在 计算 的 过 程 中 处 理 了 误差 ， 所 以 在 与 0 进行 比较 时 ， 就 可 以 不 考虑 误差 直 
接 比 较 了 


众所周知 处 理 误差 是 一 个 非常 复杂 且 深 奥 的 问题 。 不 过 在 程序 设计 竞赛 中 ， 有 时 候 题目 描述 
中 会 说 明 计 算 中 的 微小 误差 不 会 影响 结果 。 即 便 没 有 这 类 说 明 ， 大 多 数 情 况 下 ， 利 用 上 面 介 
绍 的 方法 也 足够 了 。 如 果 无 论 如 何 都 无 法 满足 精度 的 话 ， 还 可 以 使 用 别 的 处 理 方法 。 比 如 说 
可 以 使 用 分 数 类 避免 浮 点 数 运算 , 在 C++ 中 还 可 以 使 用 精度 更 高 的 浮 点 数 类 型 long double”, 
在 Java 中 还 可 以 使 用 BigDecimal 之 类 的 高 精度 浮 点 数 类 。 此 外 ， 对 确定 是 0 的 结果 进行 特 
别处 理 可 以 让 程序 对 误差 更 健壮 。 在 上 面 的 例子 中 ,两 直线 相交 的 交点 必 在 直线 上 ， 此 时 可 
以 省 去 on seg AAi ARA 


Q 这 是 最 常见 的 一 类 浮 点 数 ， 但 还 有 其 他 类 型 的 浮 点 数 。 一 一 译 者 注 
@ C++ 中 long double 的 精度 不 会 低 于 double， 但 有 可 能 只 等 于 double。 比 如 在 Visual C++ 中 二 者 都 是 64 位 双 精 度 浮 点 数 ; 
而 在 GCC 中 double 是 64 位 双 精 度 浮 点 数 ，( x86 架 构 下 ) long double 是 80 位 扩展 精度 浮 点 数 。 一 一 译 者 注 
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3.6.2 极限 情况 


White Bird (AOJ 2308) 


平面 上 有 N 个 障碍 物 ，i 号 障碍 物 是 左下 角 为 (Li B), 右上 角 为 (R;, T) 的 与 坐标 轴 平 行 的 长 方 
形 。 从 原点 以 初速 度 亚 向 任意 角度 发 射出 一 只 白 岛 。 设 重力 加 速度 沿 y 轴 负 方向 ， 大 小 为 
9.8， 射 出 的 鸟 将 呈 抛 物 线 飞 出 ， 直 到 挤 到 障碍 物 为 止 。 鸟 可 以 在 中 途 产 一 枚 卵 ， 所 产 的 卵 
将 沿 y 轴 负 方向 坚 直 落 下 ， 直 到 接 到 障碍 物 为 止 。 请 问 是 否 可 以 让 卵 击 中 坐标 位 于 (7) 
的 猪 。 


ARAIZ 

e 0< N<50 

e 0< V< 50 

e 0< X,Y<300 

e 0<L;, B; Ri, T;< 300 

。 题 目 保证 Li, B,, R,, 7T; 偏 移 10 “也 不 影响 答案 





J 

rÀ 

(X, V) = Bi 30 

(L, B, R, T) = ((1, 1, 2, 2)) 


输出 


No 
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最 后 的 限制 条 件 常 常会 在 几何 问题 中 附带 出 现 , 根据 这 一 点 就 无 需 考虑 只 有 通过 像 穿 过 针 孔 一 样 
的 唯一 线路 才能 让 卵 击 中 猪 的 情况 了 。 首先 , 让 我 们 考虑 一 下 如 何 判 断 以 某 个 角度 射出 的 鸟 是 否 
可 以 产 卵 击 中 猪 。 只 要 射出 的 鸟 在 撞 到 障碍 物 之 前 能 够 从 猪 的 正 上 方 飞 过 , 并 且 此 时 与 猪 之 间 没 
有 陋 碍 物 的 话 ， 在 正 上 方 产 卵 就 可 以 击 中 猪 了 。 判 断 白 鸟 是 否 撞 到 障碍 物 ， 就 是 判断 抛物 线 和 长 
方形 是 否 相 交 ( 如 果 将 长 方形 分 解 为 线段 ， 只 判断 抛物 线 是 否 同 各 条 线段 相交 ， 就 可 能 无 法 很 好 
地 处 理 抛物 线 恰 好 经 过 长 方形 的 顶点 的 情况 ， 需 要 注意 )， 稍 加 计算 即 可 完成 。 


接 下 来 ,我 们 思考 一 下 应 该 如 何 枚 举 所 有 关键 射出 角度 。 假 设 以 某 个 角度 射出 时 不 会 撞 到 障碍 物 ， 
我 们 逐渐 降低 这 个 角度 ， 直 到 某 处 变 成 

(1) 恰好 经 过 (X, Y) 

(D) 恰好 经 过 某 个 障碍 物 的 左上 角 或 右上 角 


就 不 能 再 降低 了 。 虽然 作为 解 的 角度 可 能 有 无 穷 多 个 , 但 因为 无 论 哪 个 都 可 以 不 断 降低 直至 变 为 
1 或 2 的 情况 ， 所 以 只 要 检查 这 些 角度 就 足够 了 。 





const double g = 9.8; // 重力 加 速度 


// 输入 
iE N. X, S, xo 
int L[MAX_N], B[MAX_N], R[MAX_N], T[MAX_N]; 


// 计算 以 vy 的 速度 竖 直 向 上 射出 上 + 秒 后 的 位 置 
double calc(double vy, double t) ( 
retum gy # & = g tpt V 2 

) 


// a 相 对 1b 和 ub 的 位 置 
int cmp (double lb, double ub, double a) ( 

return a < lb + EPS ? -1 : a > ub - EPS ? 1 : 0; 
) 


// 判断 当 射 出 路 径 经 过 点 ax ay) t, 53 € fÉ PE 

bool check(double qx, double qy) ( 
// 设 初 速度 在 x 方向 和 y 方 向 的 分 量 分 别 为 vx 和 vy， 设 通过 (qx,qy) 的 时 间 为 t 
// 求解 联 立 方程 式 Vx^2 + vy^2 = V^2, vx * t = qx, vy * t - 1/2 g t^2 = qy 
double a = g +g / ér D = Q F qo -YE Ç = tu % Qy; 
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double D = b * b - 4 * a * c; 
if (D < 0 && D > -EPS) D 0; 
if (D < 0) return false; 
for (int d = -1; d <= 1; d += 2) ( // 验证 联 立 方程 式 的 两 个 解 的 循环 
double t2 = (-b + d * sqrt(D)) / (2 * a); 
if (t2 <= 0) continue; 
double t = sqrt(t2); 
double vx = dx / t, vy = (Qy + Q * t * £ / 2) Z t; 


// 判断 是 否 通过 猪 的 正 上 方 
double yt = calc(vy, X / vx); 
if (yt < Y - EPS) continue; 


bool ok = true; 
for (int L = 0p Y < Nz 323) 4 
if (L[i] >= X) continue; 
// 判断 在 猪 正 上 方 的 岛 和 猪 之 间 是 否 有 障碍 物 
if (R[i] == X && Y <= T[i] && B[i] <= yt) ok = false; 
// 判断 在 飞 到 猪 正 上 方 之 前 是 否 会 撞 到 障碍 物 
int yL = cmp(B[i], T[i], calc(vy, L[i] / vx)); // 左 侧 的 相对 位 置 
int yR = cmp(B[i], T[i], calc(vy, R[i] / vx)); // 右 侧 的 相对 位 置 
int xH = cmp(L[i], R[i], vx * (vy / 9)); // 最 高 点 的 相对 位 置 
int yH = cmp(B[i], T[i], calc( (vy, vy / 9)); 
if (xH == 0 && yH >= 0 && yL < 0) ok = false; 
if (yL * yR <= 0) ok = false; 
} 
if (ok) return true; 
} 
return false; 


} 


void solve() { 
// 截 掉 猪 以 右 的 障碍 物 
for (int i = 0; i < N; i++) ( 
R[i] = min(R[i], X); 
) 
bool ok = check(X, Y); // 直接 撞 上 猪 的 情况 
for (int i = 0f i < N; i++) { 
ok |= check(L[i], T[i])); // 经 过 左上 角 的 情况 
ok |= check(R[i], T[i]); // 经 过 右上 角 的 情况 
} 


puts(ok ? "Yes" : "No"); 


像 这 样 在 几何 问题 中 ， 当 可 行 解 可 以 取 连 续 一 段 的 值 时 , 很 多 时 候 只 要 考虑 边界 的 极限 情况 就 能 
够 顺利 解决 问题 了 。 
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3.6.3 平面 扫描 


Coneology (POJ 2932) 


平面 上 及 个 两 两 没有 公共 点 的 圆 ，i 号 圆 的 圆心 在 (x;, y), 半径 为 r;。 求 所 有 最 外 层 的 ， 即 


不 包含 于 其 他 圆 内 部 的 圆 。 


U REIR 
e 1<N< 40000 


输入 
N = 5 
Ix; Sy 0 





输出 








2 
3 5 (最 外 层 的 圆 有 两 个 ， 它 们 是 3 号 和 5 号 。 ) 


由 于 有 任意 两 圆 都 没有 公共 点 这 一 条 件 , 要 判断 一 个 圆 是 否 在 其 他 圆 的 内 部 ,只 要 判断 其 圆心 是 
否 在 其 他 圆 内 即 可 。 这 样 判断 每 个 圆 是 否 是 最 外 层 的 复杂 度 为 CIW)， 因 此 很 容易 得 到 OUV ) 复 杂 
度 的 算法 。 现 在 ， 给 大 家 介绍 一 个 利用 平面 扫描 这 一 技术 得 到 的 更 为 高 效 的 算法 。 


在 几何 问题 中 ， 我 们 经 常 利 用 平面 扫描 技术 来 降低 算法 的 复杂 度 。 所 谓 平面 扫描 ， 是 指 扫描 线 在 
平面 上 按 给 定 轨迹 移动 的 同时 ， 不 断根 据 扫描 线 扫 过 部 分 更 新 信息 ， 从 而 得 到 整体 所 要 求 的 结果 
的 方法 ,扫描 的 方法 , 既 可 以 从 左 向 右 平移 与 y 轴 平行 的 直线 , 也 可 以 固定 射线 的 端点 逆 时 针 转 动 。 


soraa 


---> 


| 
' 
~\ 
入 


i 


从 左 向 右 围绕 固定 点 转动 
扫描 的 方法 


对 于 这 道 题 ， 我 们 在 从 左 向 右 平移 与 y 轴 平行 的 直线 的 同时 ， 维 护 与 扫描 线 相交 的 最 外 层 的 圆 的 
集合 。 从 左 向 右 移动 的 过 程 中 ， 只 有 扫描 线 移动 到 圆 的 左右 两 端 时 , 圆 与 扫描 线 的 相交 关系 才 会 
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发 生变 化 ， 因 此 我 们 先 将 所 有 这 样 的 x 坐标 枚 举 出 来 并 排 好 序 。 


首先 , 我 们 来 看 一 下 扫描 线 移动 到 某 个 圆 的 左 端 时 的 情形 。 此 时 , 我们 需要 判断 该 圆 是 否 包含 在 
其 他 圆 中 。 为 此 ， 我 们 只 需 从 当前 与 扫描 线 相交 的 最 外 层 的 圆 中 ， 找 到 上 下 两 侧 y 坐 标 方向 距离 
最 近 的 两 个 圆 ， 并 检查 它们 就 足够 了 。 这 是 因为 ， 假 设 该 圆 被 包含 于 更 远 的 圆 中 , 却 不 被 包含 于 
最 近 的 圆 中 ， 就 会 如 下 图 所 示 ， 得 出 两 圆 相交 的 结论 。 而 这 与 题目 所 给 条 件 不 符 。 于 是 ， 只 要 用 
二 叉 查 找 树 来 维护 这 些 圆 ， 就 能 够 在 O(logn) 时 间 内 取得 待 检 查 的 圆 了 。 





扫描 线 
产生 了 矛盾 


其 次 , 我 们 看 一 下 扫描 线 移动 到 某 个 圆 的 右 端 时 的 情形 。 此 时 的 处 理 很 简单 ， 如 果 该 圆 已 经 包含 
于 其 他 圆 中 就 什么 也 不 做 ， 如 果 是 最 外 层 的 圆 就 将 它 从 二 叉 树 中 删 去 。 综 上 ， 总 的 复杂 度 
为 O(nlogn)。 


// 输入 
int N; 
double x[MAX_N], y[MAX_N], r[MAX_N]; 


// 判断 圆 i 是 否 在 圆 j 的 内 部 

bool inside(int i, int j) { 
double dx = x[i] - x[j], dy = y[i] - y[j]; 
return dx * dx + dy * dy <= r[j] * r[j]; 

) 


void solve() ( 
// 枚 举 关键 点 
Vector<pair<double，int> > events; // 圆 的 左右 两 端的 x 坐标 
för (int i = 0; i < N; i++) { 


events .push_back (make_pair(x[i] - r[i], i)); // 圆 的 左 端 
events .push_back (make_pair(x[i] + r[i], i + N)); // 圆 的 右 端 
) 
sort(events.begin(), events.end()); 
// 平面 扫描 


set<pair<double, int> > outers; // 与 扫描 线 相交 的 最 外 层 的 圆 的 集合 
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vector<int> res; // 最 外 层 圆 的 列表 
for (int i = 0; i < events.size(); i++) { 
int id = events[i].second % N; 


if (events[i].second < N) { // 扫描 到 左 端 
set<pair<double, int> >::iterator it = outers.lower_bound(make_pair(y[id], id)); 
if (it != outers.end() && inside(id, it->second)) continue; 
if (it != outers.begin() && inside(id, (--it)->second)) continue; 


res.push_back (id); 
outers .insert (make_pair(y[id], id)); 


} else { // 扫描 到 右 端 
outers .erase (make_pair (y[id], id)); 

} 
} 
sort (res.begin(), res.end()); 
printf ("%$d\n", res.size()); 
for (int i = Ó; xt < Zes.,.sizel), DFF) + 

printf ("sade" resi] + 1, i * í == ges size 9? Yar 2 * o 


} 
} 





3.6.4 DE 


Beauty Contest (POJ 2187) 


平面 上 有 NN 个 牧场 。 i 号 牧场 的 位 置 在 格 点 (xi, yj)， 所 有 牧场 的 位 置 互 不 相同 。 请 计算 距离 最 
远 的 两 个 牧场 间 的 距离 ， 输 出 最 远 距离 的 平方 


出 限制 条 件 
。2<N<50000 
。-10000<x y;< 10000 








输出 


80 (点 (1,8) 与 点 (5,0)) 





由 于 在 时 间 限 制 内 无 法 完全 枚 举 所 有 点 对 并 取 距 离 的 最 大 值 ， 需 要 避免 计算 一 些 不 必要 的 点 对 。 
如 果 某 个 点 在 另外 三 个 点 组 成 的 三 角形 的 内 部 ， 那 么 它 就 不 可 能 属于 最 远 点 对 ， 因 而 可 以 删 去 。 
这 样 , 最 后 需要 考虑 的 点 , 就 只 剩 下 不 在 任意 三 个 点 组 成 的 三 角形 内 部 的 ， 所 给 点 集中 最 外 围 的 
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点 了 。 这 些 最 外 围 的 点 的 集合 ， 就 是 包围 原点 集 的 最 小 凸 多 边 形 的 顶点 组 成 的 集合 ， 称 为 原点 集 
的 凸 包 。 因 为 顶点 的 坐标 限定 为 整数 ， 坐 标 值 的 范围 不 超过 NM 的 凸 多 边 形 的 顶点 数 只 有 O(VM ) 
个 ， 所 以 只 要 枚 举 凸 包 上 的 所 有 点 对 并 计算 距离 就 可 以 求 得 最 远 点 对 了 。 


样 例 对 应 的 凸 包 

求 凸 包 的 算法 有 很 多 , 要 求 n 个 点 集 对 应 的 凸 包 , 只 要 O(nlogn) 时 间 。 这 里 给 大 家 介绍 一 种 比较 容 
易 实现 的 基于 平面 扫描 法 的 Graham 扫 描 算法 。 

首先 ， 把 点 集 按 x* 坐 标 一 ?坐标 的 字典 序 升序 排序 。 那么 排序 后 的 第 一 个 和 最 后 一 个 点 必然 是 凸 包 
上 的 顶点 , 它们 之 间 的 部 分 可 以 分 成 上 下 两 条 链 分 别 求解 。 求 下 侧 的 链 时 只 要 从 小 到 大 处 理 排序 
后 的 点 列 ， 逐 步 构造 凸 包 。 在 构造 过 程 中 的 凸 包 末 尾 加 上 新 的 顶点 后 ， 可 能 会 破坏 凸 性 ， 此 时 只 
要 将 凹 的 部 分 的 点 从 末尾 除去 就 好 了 。 求 上 侧 的 链 也 是 一 样 地 从 大 到 小 处 理 即 可 。 排序 的 复杂 度 
为 O(nlogn)， 剩 余部 分 处 理 的 复杂 度 为 O(n)。 


E> E> 


构造 中 的 凸 包 新 增 最 右 侧 的 顶点 将 止 的 部 分 的 点 除去 
构造 下 侧 的 链 





// 字典 序 比 较 

bool cmp_x(const P& p, const P& q) ( 
kf (p;x l= q.) retura px < qx; 
return p.y < q.y; 

$ 


// KAE 

vector<P> convex_hull(P* ps, int n) { 
sort (ps, ps + n, cmp_x); 
int k = 0; // 凸 包 的 顶点 数 
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Vector<P> qs(n * 2); // 构造 中 的 凸 包 

// 构造 凸 包 的 下 侧 

oh 
while (k > 1 && (qs[k - 1] - qs[k - 2]).det(ps[i] - qs[k - 1]) <= 0) k--; 
qs[k++] = ps[i]; 

) 

// 构造 凸 包 的 上 侧 

for (int i = n = 2, Ë = kh 3 >= Oz i) í 
while (k > t && (qs[k - 1] - qs[k - 2]).det(ps[i] - qs[k - 1]) <= 0) k--; 
qs[k++] = ps[i]; 

) 

qs.resize(k - 1); 

return qs; 


) 


// 距离 的 平方 

double dist(P p, P q) ( 
return: (p = q)-dot(p = q); 

) 


// 输入 
int N; 
P ps[MAX_N]; 


void solve() { 
Vector<P> qs = 
double res = 0 
for tint i= U; £ < qs sSize()y f+) + 
for tint 3 = 0; 3 < iz j**) 4 
res = max(res, dist(qs[i], qs[j])); 
) 
) 
printf("%.0f\n", res); 
) 


convex_hull(ps, N); 


事实 上 ， 即 使 坐标 范围 变 大 这 道 题 也 能 求解 。 为 此 我 们 需要 再 次 用 到 凸 包 的 性 质 。 假设 最 远 点 对 
是 p 和 gq， 那 么 p 就 是 点 集中 (p-gq) 方 向 最 远 的 点 ， 而 q 是 点 集中 (q-p) 方 向 最 远 的 点 。 因 此 ， 可 以 按 
照 道 时 针 逐 渐 改 变 方向 ， 同 时 枚 举 出 所 有 对 于 某 个 方向 上 最 远 的 点 对 2， 那么 最 远 点 对 一 定 也 包 
含 于 其 中 。 在 逐渐 改变 方向 的 过 程 中 , 对 中 点 对 只 有 在 方向 等 于 凸 包 某 条 边 的 法 线 方向 时 发 生变 
化 ,此 时 点 将 向 凸 包 上 对 应 的 相 邻 点 移动 。 令 方向 着 时 针 旋 转 一 周 , 那么 对 中 点 对 也 在 凸 包 上 和 转 
了 一 周 , 这样 就 可 以 在 凸 包 项 点 数 的 线性 时 间 内 求 得 最 远 点 对 。 像 这 样 ， 在 凸 包 上 旋转 扫描 的 方 
法 又 叫做 旋转 卡 壳 法 ”。 


D 这 样 的 点 对 又 叫做 对 中 点 对 。 一 一 译 者 注 

(2 Rotating calipers 通 常 被 称 为 旋转 卡 ( qià ) 过 (ke )， 其 名 称 来 源 于 算法 的 过 程 就 像 用 游标 卡尺 卡 着 凸 包 旋转 一 周一 样 。 
事实 上 卡 壳 这 个 中 文 单词 并 无 此 意 ,在 这 里 可 能 是 一 个 误 用 。 当 然 如 果 认 为 这 里 的 卡 壳 是 短语 ， 壳 指 代 凸 包 的 话 ， 正 
确 的 读 法 应 该 是 卡 (kà) 壳 。 也 有 将 该 方法 直译 为 旋转 卡 〈ki ) 尺 的 。 一 一 译 者 注 
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对 中 点 对 的 变化 


void solve() { 
vector<P> qs = convex_hull (ps, N); 
int n = qs.size(); 
if (n == 2) ( // 特别 处 理 凸 包 退 化 的 情况 
printis- ofm", disela tol. q8[1])); 
return; 
) 
int i = 0, j= 0; // 某 个 方向 上 的 对 蹲点 对 
// 求 出 x 轴 方向 上 的 对 中 点 对 
for (int k= 0 k < n; krè) { 
if (!cmp_x(qs[i], qs[k])) i = k; 
if (cmp_x(qs[j], qs[k])) j = k; 
) 
double res = 0; 
WE BL = 1, S = 3+ 
while (i != sj || j != si) ( // 将 方向 逐步 旋转 180 度 
res = max(res, dist(qs[i], qs[j])); 
// 判断 先 转 到 边 i- (i+) 的 法 线 方向 还 是 边 j- (j+1) 的 法 线 方向 
if ((qs[(i + 1) % n] - qs[i]).det(qs[(j + 1) % n] - qs[j]) < 0) { 
i= (i + 1) %$ n; // 先 转 到 边 i-(i+1) 的 法 线 方向 
} else { 
j= (j + 1) % n; // 先 转 到 边 j-(j+1) 的 法 线 方向 
} 
} 
printf("%.0f\n", res); 


365 ”数值 积分 


Intersection of Two Prisms (AOJ 1313) 





有 一 个 侧 棱 与 z 轴 平行 的 棱柱 PI 和 一 个 侧 核 与 y 轴 平行 的 棱柱 P,。 它 们 都 向 两 端 无 限 延伸 ， 
底面 分 别 是 包含 M 个 顶点 入 个 顶点 的 三 多 边 形 ， 其 中 第 i 个 顶点 的 坐标 分 别 是 (Xii, 71i) 和 
(Xin 2Z2i)。 请 计算 这 两 个 棱柱 公共 部 分 的 体积 。 


264 第 3 章 出 类 拔 革 一 中 级 篇 


IRER 
e 3< M, N<100 
。 =100< Xi; Y, X2, Zi< 100 





CD 








输入 
M= 4 
N=3 
Ki 943 = GQ 2) Q aye Wy he Bu WY 
(22; ZQ = far Ye (O; Lr (8, 413 
输出 


4 T708333333333333 


-六 


H 
l 


i 先 , 会 想到 先 求 出 公共 部 分 的 凸 多 面体 的 顶点 坐标 , 然后 再 计算 其 体积 这 一 方法 。 公 共 部 分 的 
山 多 面体 的 顶点 都 是 一 个 楼 柱 的 侧面 与 男 一 个 棱柱 的 侧 楼 的 交点 ， 可 以 通过 O(nm) 时 间 的 枚 举 求 
得 ， 因 而 这 一 方法 貌似 很 合理 。 但 因为 涉及 三 维 空间 的 几何 运算 ,实现 起 来 是 非常 麻烦 的 。 


事实 上 ， 只 要 沿 着 x 轴 对 棱柱 切片 ， 就 可 以 非常 简洁 地 解决 这 道 题 。 我 们 按 某 个 x 值 对 侧枝 与 z 轴 
平行 的 棱柱 已 切片 后 ， 就 得 到 了 [D", 思 ]x(-, oo) 这 样 的 在 z 轴 方向 无 限 延 伸 的 长 方形 的 横 截 面 。 同 
样 的 ， 我 们 按 某 个 x 值 对 侧 棱 与 y 惠 平行 的 棱柱 尸 切片 后 ， 就 得 到 了 (-m, oo)x[z,, zz] 这 样 的 在 y 轴 方 
向 无 限 延 伸 的 长 方形 的 横 截 面 。 因 此 ， 我 们 按 某 个 x 值 对 两 个 棱柱 的 公共 部 分 切片 后 ， 得 到 的 横 
截面 就 是 长 方形 [yi, ys]x[z1,z2]。 而 长 方形 的 面积 通过 (w=y1)x(z2-z1) 就 可 以 轻松 求 得 ， 之 后 只 要 关 
于 x 轴 对 面积 求 积分 就 能 得 到 公共 部 分 的 体积 了 。 





yz 平面 所 截 的 横 截面 
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首先 ， 我 们 枚 举 出 原 楼 柱 底面 项 点 的 所 有 x 坐标 并 排序 。 于 是 ， 在 相 邻 两 个 x 坐标 之 间 的 区 间 中 ， 
按 x 值 切片 得 到 的 长 方形 的 顶点 坐标 是 关于 x 的 线性 函数 ， 所 以 面积 就 是 关于 x 的 二 次 函数 ， 其 积 
分 很 容易 计算 。 虽 然 可 以 通过 求 得 表达 式 后 再 来 计算 二 次 函数 的 积分 ， 不 过 利用 下 面 的 Simpson 
公式 则 更 为 轻松 。 


[romt (say 2 rr 


Simpson 公 式 就 是 在 数值 积分 中 用 二 次 函数 来 近似 原 函 数 进行 积分 而 得 到 的 公式 。 如 果 原 函数 本 
身 就 是 次 数 不 超 过 二 的 多 项 式 的 话 ， 那 么 通过 该 公式 就 可 以 求 得 精确 的 积分 值 。 利 用 该 公式 , 我 
们 就 无 需求 出 关于 x 的 多 项 式 , 而 只 要 计算 按 区 间 的 端点 和 中 点 切片 得 到 长 方形 的 面积 就 足够 了 。 


// 输入 

inet M N: 

int X1[MAX_M], Y1[MAX_M]; 
int X2[MAX_N], Z2[MAX_N]; 


// 计算 按 x 值 对 多 边 形 切片 得 到 的 宽度 
double width(int* X, int* Y, int n, double x) ( 
double lb = INF, ub = -INF; 
for (int i = 0; š < m; i++) { 
double xi = XIè], yl = Til, x2 = XLE + 1) S n], y2 = VU + 4) W n]; 
// 检查 与 第 i 条 边 是 否 相交 
于 《人 2 = x) * {z2 = m) <= 0 Li 
// 计算 交点 的 坐标 
double y = y1 + (y2 - y1) * (x - x1) / (x2 - x1); 
lb = min(1b, y); 
ub = max(ub, y); 
) 
) 
return max(0.0, ub - 1b); 


) 


void solve() ( 
// 枚 举 区 间 的 端点 
int minl = *min_element (X1, X1 + M), maxl 
int min2 = *min_element (X2, X2 + N), max2 
vector<int> xs; 
for (int i = 0; ñ < M; i++) xs. push back(X1[i]); 
for (int i = 0; i < N; i++) xs.push_back(X2[i]); 


*max_element(X1, X1 + M); 
*max_element(X2, X2 + N); 


sort(xs.begin(), xs.end()); 
double res = 0; 
Eor (inë i = 0p í * 1 < xsšS.sSilze(); i++} ( 
double a = s[i]; b = xsi * 3⁄1, © = {a + by 7 2; 


if (minl <= c && c <= maxl && min2 <= c && c <= max2) { 
// 利用 Simpson 公 式 求 积 分 
double fa = width(X1, Y1, M, a) * width(X2, Z2, N, a); 
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double fb = width(X1, Y1; M, b) * width(X2, Z2, N, b); 
double fc = width(X1, Yi, M, c) * width(X2; 227 N, @); 
res += (b - a) / 6 * (fa + 4 * fc + fb); 
) 
} 
printf ("%.10f\n", res); 
} 


像 本 题 这样 , 几何 问题 中 往往 会 因为 选用 方法 的 不 同 , 导致 实现 的 复杂 程度 产生 巨大 差异 。 因 此 ， 
在 想到 一 个 解法 之 后 ， 应 该 再 进一步 思考 一 下 是 否 还 有 更 简洁 的 解法 。 


3.7 一 起 来 挑战 GCJ 的 题目 (2) 


咯 让 我 们 运用 迄今 为 止 所 介绍 的 技术 ， 一 起 来 挑战 一 下 GCJ 的 题目 吧 。 


3.7.1 Numbers 


Numbers (2008 Round 1A C) 


请 输出 (3+V5)" 整数 部 分 的 最 后 3 位 。 如 果 结 果 不 超过 2 位 ， 请 补足 前 导 0。 


ARERI 

Small 

e 2<n<30 

Large 

e 2 < n< 2000000000 








输出 
027 ( (3+V5)2 27.41640786 ， 因 此 整数 部 分 的 最 后 3 位 补足 前 导 0 之 后 是 027 ) 


输出 
935 ( (3+WV5)s= 3935.739820 ， 因 此 整数 部 分 的 最 后 3 位 是 935 ) 





如 果 用 double 来 计算 (3+ V5)” , 精度 显然 是 不 够 的 。 虽 然 使 用 Java 中 支持 高 精度 小 数 的 BigDecimal 
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可 以 通过 Small 测 试 数据 ， 但 是 ， 要 通过 Large 测 试 数据 ， 就 必须 把 V5 的 值 计算 到 大 约 n 位 精度 ， 
因此 朴素 的 方法 是 无 法 求 出 答案 的 。 其 实 ， 经 过 仔细 分 析 可 以 发 现 ， 这 个 问题 不 需要 求 出 V5 的 
值 也 可 以 求解 。 


首先 将 (3+V5)" 展开 之 后 可 以 发 现 是 a,+b,V5 的 形式 。 同 样 地 ,我 人 有 (3-V5)" =a, 一 b,V5 。 
因此 ，(G3+V5)"+(3-V5)" =2a, 是 个 整数 ， 其 中 0<(3-V5)* <1 ， 这 正 是 解 题 的 关键 。 由 于 
G+V5)" =2a, -(3- V5)", HELA (3+ V5)" 的 整数 部 分 等 于 2a, -1。 


根据 上 面 的 推导 ， 只 要 高 效 地 求 出 a, 就 可 以 解决 这 个 问题 了 。 由 于 (3+W5)” =(3+V5)(3+V5)" 
=(3+V5)(a,+b,V5) ,我 们 可 以 得 到 a, . b 和 a,,, 、b,, 的 递 推 关系 。 


Any = 3a, $ 5b, 
b. = q, T 3b, 
a, =1b,=0 


我 们 可 以 使 用 矩阵 表示 这 个 递 推 关系 ， 因 此 可 以 使 用 快速 寡 运 算 ， 在 OUog 站 的 时 间 内 求 出 w, 和 
b, 。 由 于 只 需要 最 后 3 位 ， 因 此 运算 时 mod 1000 就 可 以 了 。 


const int MOD = 1000; 


typedef vector<int> vec; 
typedef vector<vec> mat; 


// 输入 
it ñ; 


void solve() ( 
mat A(2, vec(2, 0)); 
A[0][0] = 3; A[0][1] = 5; 
KLLJ COI = Tš A[T]ELJ € 3: 
A = pow(A, n); 
printf ("%03d\n", (A[0][0] * 2 + MOD - 1) % MOD); 
) 


我 们 称 a-bVn 与 a+bVn 互 为 共 轿 。(a+bVn)(a-bVn)=a -nb’, (at+bVn)+(a-bVn)=2a, 
因此 一 对 共 轿 的 数 具 有 相 加 或 者 相 乘 之 后 可 以 得 到 整数 的 性 质 。 此外, AHR BAE 
共 恩 再 相 乘 结果 相同 等 良好 性 质 。 如 果 记 住 这 些 结论 ， 在 解 题 时 往往 能 比较 容易 想到 解法 。 


这 个 问题 的 输出 格式 比较 特殊 ， 如 果 不 足 3 位 则 要 补足 前 导 0。 不 过 因为 样 例 中 包含 了 这 种 情况 ， 
所 以 如 果 忘 记 了 也 会 注意 到 这 个 问题 。 但 是 也 有 许多 问题 的 样 例 并 不 包含 一 些 特 殊 情 况 , 需要 特 
别 注意 。 此 外 ，C 和 Java 中 都 可 以 通过 printf ("303d"，answer) 的 方法 自动 补 上 需要 的 前 导 0。 
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3.7.2 No Cheating 


No Cheating (2008 Round 3 C) 


某 个 高 中 的 期 末 考 试 是 在 一 个 很 大 的 教室 中 进行 的 。 这 个 教室 的 座位 有 M 行 N 列 。 为 了 防 
止 作 商 ,学 校 在 安排 学 生 座 位 时 ,需要 使 得 任何 一 个 学 生 都 无 法 看 到 其 他 人 的 答案 。 已 知 在 
(X,y) 位 置 的 学 生 可 以 看 到 (x 一 1,y), (x+1,y) (x-1, y-1), (x+1,y-1) 四 个 位 置 的 学 生 的 答案 。 另外 ， 
在 教室 中 有 一 些 座位 已 经 损坏 而 无 法 安排 学 生 就 做 。 现 在 要 求 一 次 考试 最 多 能 安排 多 少 学 生 
参加 。 


限制 条 件 
Small 








M= 2 
N=3 
座位 情况 如 下 图 ( 'x' 表 示 已 经 坏 掉 的 座位 ，' .' 表 示 没 有 坏 的 座位 ) 


输出 
4 (按照 下 面 的 方法 安排 座位 ) 


0.0 
0.0 
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输出 


2 


可 以 将 其 看 作 这 样 一 个 图 G=(V, E)， 把 没有 坏 的 座位 看 作 顶 点 。 对 于 顶点 v， 如 果 能 看 到 顶点 wu 对 
应 的 座位 的 答案 , 就 在 它们 之 间 连 一 条 无 向 边 e=(v,w)。 这样, 问题 就 变 成 了 求 任意 两 点 都 不 相 邻 
的 最 大 的 顶点 集合 ScV。 


这 个 问题 就 是 图 的 最 大 独立 集 问题 。 对 于 最 大 独立 集 问题 ， 如果 图 是 二 分 图 ,可 以 很 容易 求 出 答 


案 。 而 事实 上 ， 在 这 个 问题 里 ， 所 有 的 边 都 连接 着 x 为 偶数 的 顶点 和 x 为 奇数 的 顶点 ， 因 此 正 是 一 
个 三 从 图 。 

const int dx[4] = (-1, -1, 1, 1), dy[4] = {-1, 0, -1, 0}; 

// 输入 

int M, N; 

char seat[MAX_M] [MAX_N + 1]; // 座位 


void solve() { 
int num = 0; 
V = M * N; 
for (int y = 0; y < M; y++) ( 
for (int ws Úy x < N; xte) { 
if (seat[y][x] == '.') { 
num++; 
for (int k = 0; k < 4; k++) ( 
int x2 = x + dx([k], y2 = y + dy[k]; 
if (0 <= x2 && x2 < N && 0 <= y2 && y2 < M && seat[y2] [x2] == '.') ( 
add_edge(x * M + y, x2 * M + y2); 
) 
1 
) 
) 
) 
printf("%d\n", num - bipartite_matching()); 
) 
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3.7.3 Stock Charts 


Stock Charts (2009 Round 2 C) 


你 持 有 n 支 股票 ， 你 希望 将 股价 在 一 年 中 的 变动 情况 ， 以 折线 图 的 形式 画 出 来 。 对 于 每 支 股 
票 ， 你 有 这 n 支 股票 在 一 年 中 上 个 时 间 点 的 数据 ， 并 把 相 邻 的 数据 点 用 线段 连 起 来 ， 画 出 折 
线 图 (图 A )。 将 每 支 股票 都 画 一 幅 图 很 浪费 空间 ， 但 是 如 果 不 同 股票 的 线段 在 端点 相 接 或 
者 相交 又 会 产生 混乱 。 因 此 你 希望 在 每 一 张 图 中 画 上 若干 条 没有 公共 点 的 线段 。 求 最 少 需 
HLEA? (AB) 

[1,3,2,5] 


= 


图 A: 折线 图 的 例子 图 B: 把 3 支 股票 画 在 2 幅 图 上 的 例子 


ARER 
e 2<k<25 
e 0<price;;< 1000000 


( pricei;j 表 示 股 票 i 在 时 间 j 的 股价 ) 
Small 

。l<n<16 
Large 


。l<n<100 


输入 


n= 5,k=2 
price s (TL, if, 42, 2ye 05, Wi, M MM $, 133 
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输出 
2 (第 三 支 和 第 五 支 股票 在 一 张 图 上 ， 其 余 股 票 在 另 一 张 图 上 ) 


我 们 可 以 试想 一 下 以 股票 为 顶点 ， 两 支 股 票 是 否 能 画 在 同一 幅 图 里 来 决定 是 否 连 边 。 例 如 ， 在 由 
于 线段 相交 或 者 相 接 而 不 能 画 在 同一 幅 图 里 的 股票 之 间 连 一 条 边 。 这 样 ， 这 个 问题 就 变 成 了 求 这 
个 图 的 最 小 着 色 数 。 不 过 由 于 求解 一 般 图 的 最 小 着 色 数 是 NP 困难 的 ， 因此 没有 办 法 高 效 地 求 出 答 
Ro 我 们 需要 利用 这 个 问题 特有 的 性 质 来 寻找 其 他 解法 。 在 这 个 问题 中 ,如 果 两 个 折线 图 不 相交 ， 
那么 其 中 一 条 折线 必然 完全 在 另 一 条 折线 的 上 方 。 让 我 们 来 试 着 利用 这 条 性 质 。 


当 股 票 可 以 画 在 股票 的 上 方 时 ， 我 们 从 顶点 向 顶点 j 连 一 条 边 , 便 可 以 得 到 一 个 DAG。 考 虑 在 





这 个 图 上 的 路 径 , 容易 发 现在 一 条 路 径 上 的 顶点 可 以 全 部 夯 在 一 幅 图 中 。 因 此 原 问 题 又 可 以 进 一 
步 转化 为 如 下 问题 ,使 用 尽 可 能 少 的 路 径 获 羡 图 中 的 所 有 顶点 。 
[a GG GG) C 
[5,4] aa 
[4,21] 
[4,1] 


@) G) OO 
有 向 图 的 例子 路 径 的 例子 
路 径 的 条 数 和 路 径 的 起 点 个 数 相等 。 因 此 我 们 试 着 最 小 化 路 径 起 点 的 个 数 。 由 于 对 于 不 是 起 点 的 项 
点 一 定 都 存在 另外 一 个 顶点 作为 路 径 上 的 前 趋 项 点 ， 因 此 只 需要 最 大 化 这 样 的 顶点 的 个 数 就 可 以 了 。 
我 们 考虑 左右 各 有 n 个 顶点 的 二 分 图 。 在 前 面 所 建 的 图 中 ， 如果 顶 点 诊 一 条 到 顶点 j 的 边 , 则 在 二 
分 图 中 从 连接 左边 的 顶点 ;和 右边 的 顶点 j。 这 个 建 图 方法 也 可 以 看 成 是 把 前 面 的 图 中 的 每 个 顶点 
都 拆 成 2 个 顶点 得 到 的 。 





从 前 面 的 图 得 到 的 二 分 图 
接 下 来 考虑 这 个 图 的 匹配 。 我 们 把 匹配 中 各 边 对 应 的 原 图 的 边 连接 起 来 之 后 , 就 可 以 得 到 若干 条 
路 径 ， 并 且 匹 配 中 包含 的 边 数 和 不 是 起 点 的 顶点 数 相 等 。 因 此 求 出 二 分 图 的 最 大 匹配 ， 然 后 用 n 
减 去 这 个 值 ， 就 得 到 了 最 小 路 径 覆 盖 的 路 径 数 。” 


(QD 在 转化 为 二 分 图 时 ， 非 常 重要 的 一 点 是 原 有 向 图 中 不 能 包含 轿 。 对 于 一 般 的 有 向 图 ， 如 果 尝 试 使 用 同样 的 算法 ， 就 会 
因为 产生 圈 儿 导致 无 法 正确 计算 出 结果 。 
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const int MAX_N 
const int MAX_K 


100; 
25; 


int N, K, P[MAX_N 


[MAX_K]; 


void solve() { 
V e= N % 2; 
for (int i = 0; i < V; i++) G[i].clear(); 


for (iat i Oy i < N; ++) 4 
for (int j = 0; j < N; j++) ( 
IE (i ss J) Continue: 
bool f = true; 
for (int k = Ws k < K; ky { 
if (P[j][k] >= P[il[k]) £ = false; 
) 
if (f) add_edge(i, N + j); 
] 
1 


int ans = N - bipartite_matching(); 
prirtf(**dV Vr ans) 





3.7.4 Watering Plants 


Watering Plants (2009 Round 2 D) 


你 在 温室 中 种 植 了 NN 株 植物 。 为 了 给 这 些 植 物 浇 水 ,你 购买 了 2 台 自 动 浇 水 的 机 器 。 每 株 植 
物 i 占 据 了 圆心 为 0 7)， 半 径 为 Ri 的 圆 形 区 域 。 并 且 保 证 任意 两 个 圆 都 互相 不 相交 或 者 相 
切 。 每 台 机 器 都 可 以 给 菜 个 完全 包含 于 半径 为 + 的 圆 形 区 域内 的 植物 浇 水 。 求 最 小 的 + 使 得 
存在 一 种 方案 能 给 所 有 植物 浇 水 。 

ARERI 

e 1<X;< 1000 


e 1< Y, < 1000 
e 1<R,<100 


Small 
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(X, Y, R) = ((20, 10, 2), (20, 20, 2), (40, 10, 3)) 


(K... R) = (020, To 3), (30, 20; Ss (40; 320, 37} 


整理 一 下 问题 中 的 重要 信息 ， 可 以 将 原 题 简化 为 : 

m 平面 上 有 个 圆 。 

m 要 在 平面 上 放置 2 个 半径 为 R 的 大 圆 ， 使 得 N 个 圆 都 完全 包含 在 至 少 一 个 大 圆 中 。 

m 求 R 的 最 小 值 。 

首先 我 们 考虑 一 个 简化 后 的 问题 ， 即 只 放置 1 个 大 圆 的 情况 。 在 这 种 情况 下 应 该 如 何 求解 呢 ? 稍 
作 思 考 就 会 发 现 要 使 R 最 小 ， 则 一 定 满足 下 面 三 种 情况 的 其 中 一 种 


b. 在 径 向 相对 位 置 和 两 圆 内 切 。 
c 和 某 个 圆 重 合 。 





三 种 情况 对 应 的 图 示 


bp 和 c 的 情况 比较 容易 计算 ,但 是 a 的 情况 应 该 如 何 计算 圆心 坐标 呢 ? 况且 即使 算出 了 圆心 坐标 ， 
那么 在 2 个 大 圆 的 情况 下 又 应 该 如 何 做 呢 ? 把 N 个 圆 分 成 2 组 的 情况 有 2" 种 ， 无 法 一 一 尝试 。 不 过 
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我 们 发 现 ， 半 径 最 小 的 大 贺 只 有 有 限 种 情况 ， 因 此 我 们 试 着 考虑 每 次 从 这 些 情况 中 选 出 2 个 圆 ， 
并 判断 是 否 能 覆盖 所 有 的 圆 。 由 于 这 样 的 贺 只 有 O(N) 个 ， 所 以 总 算得 到 了 一 个 比较 可 行 的 算法 
To 但 是 我 们 仍然 需要 解决 前 面 遗留 的 一 个 很 麻烦 的 问题 : 求 和 三 圆 相 内 切 的 圆 。 难 道 没有 更 容 
易 的 解法 了 吗 ? 


如 果 2 个 半径 为 R 的 圆 可 以 覆盖 所 有 的 圆 的 话 ， 半 径 为 R'>R 的 圆 也 可 以 。 因 此 我 们 可 以 使 用 二 分 
搜索 。 不 过 对 于 一 个 R， 怎 么 判断 2 个 半径 为 R 的 圆 能 否 覆 盖 所 有 的 圆 呢 ? 和 之 前 一 样 ， 我 们 试 着 
最 小 化 需要 考虑 的 圆 的 数量 。 由 于 现在 圆 的 半径 已 经 确定 ， 所 以 可 能 会 认为 有 无 数 种 可 能 的 圆 。 
其 实 对 于 覆盖 的 圆 的 集合 相同 的 大 圆 , 我 们 只 需要 选择 其 中 一 个 有 代表 性 的 就 可 以 了 。 因 此 实际 
上 只 需要 考虑 如 下 两 种 情况 就 足够 了 


a. 和 两 圆 内 切 。 
b. 和 某 个 圆 同 心 。 


a b 
两 种 情况 对 应 的 图 示 


a 的 情况 应 该 如 何 计算 圆心 的 坐标 呢 ? 和 圆心 在 (x, y) 半 径 为 ?的 圆 相 内 切 的 圆 的 圆心 的 轨迹 为 圆 
CHG, y)， 半 径 为 R-r 的 圆 。 这 样 ， 只 需要 计算 两 圆 的 交点 就 可 以 了 ， 比 起 之 前 的 方法 简单 了 


SN 


和 两 圆 相 内 切 的 圆 


而 且 ， 这 种 方法 需要 考虑 的 圆 只 有 OCV) 个 ， 即 使 算 上 二 分 搜索 的 复杂 度 ， 也 完全 可 以 在 规定 的 
时 间 内 的 出 答案 。 
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typedef long long 11; 


// 输入 
int Ny; 
int X[MAX_N], Y[MAX_N], R[MAX_N]; 


// 求 出 圆心 在 (x,y) 半径 为 的 大 圆 能 覆盖 的 圆 的 集合 
11 cover (double x, double y, double r) ( 
11 S = 0; 
for (int i = O; Y < N; i++) ( 
i£ (RIIT <= x) í 
double dx = x = X[1], dy = y = Y[i], dr = r = R[i]; 
iE (d ®© dx + ay A <s dr w ay f 
S. |=: ID << 32 
š 


) 
return S; 


) 


// 判断 两 个 半径 为 z 的 大 圆 是 否 能 覆盖 所 有 的 贺 

bool C(double r) ( 
vector<11> cand; // 一 个 大 圆 能 覆盖 的 集合 的 列表 
cand.push_back (0); 


// 情况 a 
for Vint £ = Ú; 3 < N; 14+} { 
for tinte 3 = Oz qre RK. Seey f 
L£ IRU] < Z && RT) < #£y í 
// 计算 两 圆 的 交点 
doube xi = EE] Y1 = T[i] EL x = R[i]; 
double se = xil y2 = H] r2 er = RN; 
double dx = x2 - x1, dy = y2 - yl; 


double a = dx * dx + dy * dy; 
ampie bh = VEE El =r 2 aL Z 22 
double d = EL * ri 7 &.= D * b; 
if (d >= 0) ( 
d = sqrt(a)s 


double x3 = xl * dx * b; 

double y3 = y1 + dy * b; 

double x4 = -dy * d; 

double y4 = dx * d; 

// 考虑 到 可 能 产生 误差 ， 因 此 对 i 和 j 做 特别 处 理 

Ji. 33 | Tb = 32 
cand.push_back(cover(x3 - x4, y3 - y4, r) | ij); 
cand.push_back(cover(x3 + x4, y3 + y4, r) | ij); 


} 


// 情况 b 
for (int i = O; 1 < Ñ; X++) { 
1E (RIT <= £) í 
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cand.push_back (cover (X[i], Y[i], r) | 1LL << i); 
) 
) 


// 每 次 从 可 能 的 圆 中 取出 2 个 ， 并 判断 是 否 能 覆盖 所 有 的 贺 


for (int i = 0; i < cand.size(); i++) { 
for fint gq = Oz 3 < iy jet) í 
if ((cand[i] | cand[j]) == (1LL << N) - 1) { 


return true; 
1 
) 
return false; 


) 


void solve() ( 

// 对 半径 r 使 用 二 分 搜索 

double lb = 0, ub = 10000; 

for (int i = 0; i < 100; i++) ( 
double mid = (lb + ub) / 2; 
i£ (C(mid)) ub: = mid; 
else lb = mid; 

} 


printi Sofo" vy)s 
} 


正如 在 前 一 节 中 提 到 的 那样 ,如 果 在 几何 问题 中 使 用 了 浮 点 数 , 就 需要 注意 浮 点 数 产生 的 精度 误 
差 。 例 如 在 前 面 这 个 问题 中 ,需要 计算 两 个 圆 ;和 j 相 切 的 圆 ， 然 后 判断 是 否 每 个 圆 都 被 完全 覆盖 
了 。 这 时 i; 和 /都 应 该 是 被 完全 和 覆盖 的 。 但 是 由 于 精度 误差 ， 可 能 会 导致 这 两 个 圆 被 判断 为 不 能 被 
完全 覆盖 。 因 此 对 i 和 的 判断 需要 特殊 处 理 。 一 般 来 说 ， 在 对 有 误差 的 浮 点 数 进行 比较 时 ， 需 要 
选取 适当 的 较 小 的 数 EPS， 然 后 进行 如 下 改写 


a<b—a+EPS<b 
a< b— a<b+EPS 
a == b > abs(a — b) < EPS 
不 过 需要 注意 的 是 , 像 这 种 在 二 分 搜索 中 进行 的 比较 的 情况 , 如 果 在 比较 时 使 用 了 考虑 误差 的 比 


较 方法 , 得 到 的 结果 反而 可 能 产生 差错 。 虽 然 在 本 题 中 , 产生 EPS 大 小 的 误差 也 不 会 有 什么 问题 ， 
但 是 在 某 些 问题 中 也 有 可 能 会 导致 较 大 的 误差 产生 。 
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3.7.5 Number Sets 


Number Sets (2008 Round 1B B) 


给 定 连续 的 整数 区 间 [4, B] 和 整数 P。 最 初 ， 区 间 [4, B] 的 所 有 数 都 属于 一 个 只 包含 自己 的 集 
合 。 对 于 区 间 中 的 每 一 个 数 对 ,如果 它们 有 不 小 于 忆 的 公共 质 因数 ,就 把 这 两 个 数 所 在 的 集 
合 合并 。 问 对 所 有 的 数 对 都 执行 完 这 个 操作 之 后 ， 总 共 还 剩 下 多 少 个 集合 ? 

应 限制 条 件 

Small 

。l<A<B<100 

e 2<P<B 


Large 


人 
e B<A+1000000 
e 2<P<B 





输出 
9 ({10，15，20} 在 一 个 集合 里 ， 其 他 的 数 都 恰好 各 自在 一 个 独立 的 集合 里 ， 共 9 个 集合 ) 











输出 


9 0410; 12, 15; 0 和 9 不 类 个) 





首先 因为 这 是 一 个 集合 合并 的 问题 , 所 以 貌似 可 以 使 用 并 查 集 求解 。 如 果 对 区 间 内 的 任意 两 个 数 
查询 是 否 包 含 不 小 于 P 的 公共 质 因 数 ， 每 一 次 查询 由 于 需要 分 解 质 因数 所 以 需要 花费 O(VB) 的 时 
间 。 因 此 ， 整 个 算法 的 时 间 复 杂 度 就 是 O((B- A VB) 。 虽 然 可 以 通过 Small 数 据 ， 但 是 无 法 通过 
Large 数 据 。 
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我 们 注意 到 Large 有 一 个 限制 条 件 是 8-4<1000000。 如 果 满 足 4<a<b<B 的 整数 a, 5 有 公共 质 因 
数 p， 那 么 p 一 定 能 整除 5-a。 由 于 B8-4<1000000， 因 此 p 也 不 会 超过 1000000。 


当 a 和 4b 有 公共 质 因数 p 时 ，a 和 4b 都 是 p 的 倍数 。 因 此 ， 不 需要 尝试 [4, B] 中 所 有 的 数 对 ， 只 需要 遍 
历 所 有 可 能 的 质 因数 p， 对 每 一 个 z 合 并 其 所 有 倍数 ， 就 可 以 更 加 高 效 地 求 得 答案 。 在 合并 时 ， 从 
不 小 于 4 的 最 小 的 p 的 倍数 (4+ 忆 -=D/1Px 六 开始 ， 不 断 枚 举 p 的 倍数 直到 不 超过 8 的 最 大 的 p 的 倍 
数 (B1Px 刀 ， 并 把 这 些 数 所 在 的 集合 合并 起 来 。 结 合 之 前 对 区 间 筛 法 和 并 查 集 复杂 度 的 分 析 ， 
可 以 得 出 的 整个 算法 的 复杂 度 是 0(8-4)。 





typedef long long 11; 


int prime[1000000]; // 不 超过 1000000 的 第 i 个 的 素数 
int p; // 素数 的 个 数 


// 输入 
11 3. By p 


void solve() ( 
int len = B - A + 1; 
init_union_find(len); // 初始 化 并 查 集 


för (ine i = (G; i < p $+£y { 
// 对 不 小 于 P 的 素数 进行 处 理 
if (prime[i] >= P) ( 
// 不 小 于 A 的 最 小 的 prime [i] 的 倍数 
11 start = (A + prime[i] - 1) / prime[i] * prime[i]; 
// 不 大 于 B 的 最 大 的 prime[i] 的 倍数 


11 end = B / prime[i] * prime[i]; 


for (11 j = start; j <= end; j += prime[i]) 1 
// start 和 j 属 于 同一 个 集合 
unite(start - A, j - A); 

) 


) 

) 

int res = 0; 

for (11 i = A; i <= B; i++) { 
// find(i) == i 时 ,i 就 是 并 查 集 的 根 
// 集合 的 个 数 等 于 根 的 个 数 
if(find(i - A) == i - A) res++; 

? 

printf("%d\n", res); 
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3.7.6 Wi-fi Towers 


Wi-fi Towers (2009 World Final D) 


给 定 一 个 无 线 电 塔 的 网 络 。 对 于 每 座 无 线 电 塔 ， 都 有 一 个 半径 参数 ， 这 座 无 线 电 塔 可 以 给 这 
个 半径 范围 内 的 其 他 无 线 电 塔 发 送信 号 。 


À 


无 线 电 塔 的 网 络 


现在 ， 所 有 的 无 线 电 塔 都 在 以 某 种 古老 的 “协议 A” 进 行 通信 不 过 需要 把 其 中 一 部 分 无 线 电 
塔 升级 到 一 种 较 先 进 的 新 “协议 B"。 如 果 某 个 无 线 电 塔 被 升级 到 协议 B， 则 在 这 个 无 线 电 塔 
的 电波 范围 所 能 履 盖 到 的 所 有 无 线 电 塔 也 都 必须 要 升级 到 协议 B 才 可 以 〈 不 过 需要 注意 的 
是 ， 电 波 范围 覆盖 到 这 座 无 线 电 塔 的 无 线 电 塔 不 必 非 升级 到 协议 B )。 


考虑 到 升级 的 花费 和 升级 后 的 收益 ,我 们 给 每 座 无 线 电 塔 打 一 个 分 数 ( 正 分 表示 升级 之 后 收 
益 更 多 ， 负 分 表示 升级 的 花费 更 多 )。 现 在 需要 选择 一 些 合适 的 无 线 电 塔 进行 升级 ， 使 得 升 
级 的 无 线 电 塔 的 总 分 最 大 。 假 设 无 线 电 塔 的 个 数 为 n， 无 线 电 塔 i 的 位 置 为 (x; yi)， 电 波 的 半 
径 是 r TAA Sio 


ARER 
Small dataset 
。l<n<15 
Large dataset 
° 1l<n<500 
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UY; Fo ie Be 29 

(10, 10; -15; 107 =20} 


m H< x 5 
"Ñ" W H H HM 


这 个 问题 可 以 归 约 到 s-! 最 小 割 问 题 上 。 我 们 加 入 s, 项 点 , 然后 考虑 把 这 两 个 顶点 分 开 的 割 中 的 最 
小 割 。 


首先 ,很 自然 地 想到 对 于 一 个 割 割 成 的 两 个 顶点 集合 , 让 其 中 一 个 全 部 使 用 “协议 B”， 另 一 个 全 
部 使 用 “协议 A"。 这 里 不 妨 假设 包含 的 集合 使 用 “协议 B"， 包 含 的 集合 使 用 “协议 A"。 

由 于 是 “最 小 ” 割 ， 就 需要 搞 清 楚 最 小 化 的 是 什么 。 看 起 来 最 小 化 “损失 ”是 一 个 比较 合理 的 解 
释 。 我 们 先 不 考虑 无 线 电 塔 之 间 的 互相 关系 ， 而 是 先 考虑 怎么 归 约 到 最 小 割 上 。 在 这 里 ， 每 一 个 
无 线 电 塔 对 应 图 中 的 一 个 顶点 。 


分 数 为 负 的 的 无 线 电 塔 如 果 和 s 相 连 ， 也 就 是 升级 到 了 协议 B， 就 产生 了 损失 ， 因 此 和 s 之 间 连 一 
条 容量 为 分 数 的 绝对 值 的 边 。 由 于 如 果 和 相连, 也 就 是 维持 协议 A 不 变 , 就 没有 收益 也 没有 损失 ， 
因此 不 需要 连 边 ( 也 可 以 看 成 是 连 了 一 条 容量 为 0 的 边 )。 


分 数 为 正 的 的 无 线 电 塔 如 果 从 s 可 达 , 也 就 是 升级 到 了 协议 B, 就 可 以 看 成 是 产生 了 负 的 损失 , 但 
是 之 后 根据 最 大 流 最 小 割 定理 用 最 大 流 求解 的 话 ， 是 不 能 有 容量 为 负 的 边 的 。 因 此 , 我 们 认为 分 
数 为 正 的 的 无 线 电 塔 最 开始 就 是 以 协议 B 通 讯 的 ， 这 样 使 用 协议 B 的 损失 是 0， 而 如 果 使 用 协议 A 
则 损失 了 对 应 的 分 数 。 这 样 ， 就 可 以 使 得 所 有 边 的 容量 都 是 正 的 (注意 在 求 完 最 小 割 之 后 ， 还 需 
要 加 上 这 些 分 数 )。 


接 下 来 只 需要 搞 清 楚 电 波 之 间 的 关系 并 加 入 图 中 , 就 可 以 归 约 到 最 小 割 了 。 我 们 要 将 升级 无 线 电 
塔 时 ， 其 他 的 无 线 电 塔 /也 必须 升级 这 一 关系 加 入 图 中 。 


需要 防止 的 情况 是 ;和 和 s 相 连 ， 同 时 j 和 1 相连 。 在 这 种 情况 下 ， 从 到 的 边 ( 如 果 存在 的 话 ) 一 定 属 


于 制 集 。 因 此 ， 我 们 可 以 从 i; 向) 连 一 条 容量 是 % 的 边 ， 这 样 最 小 荐 就 不 会 包含 这 条 边 ， 因 为 若 i 
和 s 相 连 ， 则 ;也 一 定 和 s 相 连 ， 从 而 满足 了 限制 条 件 。” 


Q) 请 注意 在 这 个 构图 中 的 相反 的 情况 ， 也 就 是 ;和 s 相 连 ， 同 时 ;和 相连 是 允许 的 。 另 外 ， 有 向 图 的 割 等 于 从 和 s 相 连 的 项 
点 集合 出 发 ， 到 和 :相连 顶点 集合 的 边 的 容量 之 和 。 
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综 上 所 述 ， 原 问题 归 约 到 了 最 小 割 上 。 根 据 最 大 流 最 小 割 定理 ， 接 下 来 只 需要 使 用 合适 的 最 大 流 
算法 就 可 以 了 。? 


// 输入 
int n, x[MAX_N], Y[MAX_N], r[MAX_N], S[MAX_N]; 


int Sur(int x { 
Leturn x * xi 
} 


void solve() { 
// 把 n 作 为 源 点 、n+1 作 为 汇 点 共 n+2 个 顶点 的 网 络 


rep (v, n + 2) G[v].clear(); 


int ans = 0; 
for (ine i= 0; m. < n, £44) { 
人 
add_edge(n, i, -s[i]); 
) 
else ( 
ans += s[i]; 
add_edge(i, n + 1, s[i]); 
i: 


for (tint 3 = Oz 3 < ns ja). Q 
if (i == j) continue; 
if (sqr(x[i] - x[j]) + sqr(y[i] - y[j]) <= sqr(r[i])) ( 
add_edge(j, i, INF); 
) 
1 
| 


ans -= max_flow(n, n + 1); 


printf("%d\n", ans); 
i. 


Q 这 一 类 问题 也 被 叫做 最 大 权 闭 合 图 问题 。 一 一 译 者 注 





3.1 不 光 是 查找 值 !“ 二 分 搜索 ” 
ú 最 大 化 最 小 值 

POJ 3258: River Hopscotch 

POJ 3273: Monthly Expense 

POJ 3104: Drying 

POJ 3045: Cow Acrobats 

m 最 大 化 平均 值 

POJ 2976: Dropping tests 

POJ 3111: K Best 


= 查找 第 k 大 的 值 

POJ 3579: Median 

POJ 3685: Matrix 

a 最 小 化 第 k 大 的 值 

POJ 2010: Moo University - Financial Aid 
POJ 3662: Telephone Lines 


m 其 他 


POJ 1759: Garland 
POJ 3484: Showstopper 


32 ”常用 技巧 精 选 (一) 
ms 尺 取 法 


POJ 2566: Bound Found 


POJ 2739: Sum of Consecutive Prime Numbers 


POJ 2100: Graveyard Design 


m 反 转 

POJ 3185: The Water Bowls 
POJ 1222: Extended Lights Out 
m 弹性 碰撞 


POJ 2674: Linear world 


m 折 半 枚 举 
POJ 3977: Subset 
POJ 2549: Sumsets 
m 坐标 离散 化 


AOJ 0531: Paint Color 
33 活用 各 种 数据 结构 


m Binary Indexed Tree 


POJ 1990: MooFest 
POJ 3109: Inner Vertices 








# 习 题 


POJ 2155: Matrix 
POJ 2886: Who Gets the Most Candies? 


m 线段 树 和 平方 分 割 

POJ 3264: Balanced Lineup 

POJ 3368: Frequent values 

POJ 3470: Walls 

POJ 1201: Intervals 

UVa 11990: "Dynamic" Inversion 


34 熟练 掌握 动态 规划 
m 状态 压缩 DP 


POJ 2441: Arrange the Bulls 
POJ 3254: Corn Fields 

POJ 2836: Rectangular Covering 
POJ 1795: DNA Laboratory 
POJ 3411: Paid Roads 


m 和 矩阵 的 过 


POJ 3420: Quad Tiling 
POJ3735: Training little cats 


m 利用 数据 结构 高 效 求 解 
POJ3171: Cleaning Shifts 

35 ”借助 水 流 解决 问题 的 网 络 流 
E 最 大 流 与 最 小 割 

POJ 3713: Transferring Sylla 

POJ 2987: Firing 


POJ 2914: Minimum Cut 
POJ 3155: Hard Life 


a 二 分 图 匹配 

POJ 1274: The Perfect Stall 
POJ2112: Optimal Milking 
POJ 1486: Sorting Slides 
POJ 1466: Girls and Boys 
POJ 3692: Kindergarten 

POJ 2724: Purifying Machine 
POJ 2226: Muddy Fields 
AOJ 2251: Merry Christmas 


m 最 小 费用 流 
POJ 3068: “Shortest” pair of paths 


POJ 2195: Going Home 
POJ 3422: Kaka's Matrix Travels 
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( 续 ) 





AO] 2266: Cache Strategy 1 凸 包 
AOJ 2230: How to Create a Good Game POJ 1113: Wall 


3.6 与 平面 和 空间 打交道 的 计算 几何 POJ 1912: A highway and the seven dwarfs 
m 极限 情况 POJ 3608: Bridge Across Islands 


POJ 1981: Circle and Points POJ 2079: Triangle 
POJ 1418: Viva Confetti EOS Game 
AOJ 2201: Immortal Jewels POJ 3689: Equations 


EE m Sama 


POJ 3168: Bam Expansion OJ 2256: Divide the Cake 
AOJ 2215: Three Silhouettes 


POJ 3293: Rectilinear polygon 
POJ 2482: Stars in Your Window 
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登峰造极 
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吊 在 本 节 中 ， 我 们 将 对 在 2.6 节 中 介绍 的 算法 进行 拓展 ， 以 解决 更 加 复杂 的 问题 。 例 如 线性 方程 
组 、 线 性 同 余 方 程 等 的 求解 。 此 外 ， 还 会 介绍 在 计数 问题 中 十 分 有 用 的 容 斥 原理 。 


4.1.1 矩阵 
1. 线性 方程 组 


求解 线性 方程 组 比较 容易 ， 在 程序 设计 竞赛 中 也 经 常 出 现 这 一 类 问题 。 接 下 来 要 介绍 的 , 是 其 中 
一 种 未 知 数 个 数 和 方程 个 数 相 等 , 并且 有 唯一 解 的 较为 简单 的 情况 。 首 先 , 我 们 试 着 求解 下 面 的 
例题 。 通 过 手 算 求解 一 些 方程 ， 可 以 更 好 的 理解 接 下 来 要 介绍 的 算法 。 


x—2y+3;z = 6........ (1) 
4x-5y+6z =12....(2) 
7x-8y+10z = 21..(3) 


我 们 希望 把 这 个 方程 组 最 终 变 为 这 样 的 形式 


x+0y+0z=a 
0x+y+0z=b 
0x+0y+z=c 


因此 从 (2) 中 减 去 对 (1) 的 两 边 同 时 乘 以 4 得 到 的 式 子 ， 从 (3) 中 减 去 对 (1) 的 两 边 同 时 乘 以 7 得 到 的 式 
子 。 这样 除 了 (1) 之 外 的 式 子 里 的 未 知 数 x 就 都 被 消去 了 。 用 同样 的 方法 , 我 们 可 以 得 到 唯一 含有 y 
的 式 子 和 唯一 含有 z 的 式 子 。 

x-—2y+3z=6 

3y-6z = -12........(2” 

6y-11z = 21.......(3 


目标 是 只 使 (2) 中 含有 未 知 数 »， 消 去 其 他 方程 中 的 y。 首 先 把 (2") 的 两 边 同时 除 以 3。 


x—2y+3z=6 
y—2z = -4............. 2") 
6y-11z =-21 
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从 (]) 中 减 去 对 (2") 的 两 边 同 时 乘 以 -2 得 到 的 式 子 ， 从 (3") 中 减 去 对 (2") 的 两 边 同时 乘 以 6 得 到 的 
NTa 


x— z =-2................ (15 
y-2z =—4 
i (3 


从 (1") 中 减 去 对 (3") 的 两 边 同 时 乘 以 -1 得 到 的 式 子 ,从 (2") 中 减 去 对 (3") 的 两 边 同 时 乘 以 -2 得 到 的 式 
子 ,就 可 以 求 得 解 (x=1,y=2, z=3)。 即 使 未 知 数 和 式 子 的 数量 增加 了 ,也 可 以 用 完全 一 样 的 方法 求 
解 。 求 解 的 过 程 中 , 在 消去 某 个 未 知 数 时 ， 打 算 保 留 该 未 知 数 的 式 子 的 对 应 未 知 数 系数 可 能 是 0， 
在 这 种 情况 下 ， 只 需要 调整 方程 的 顺序 ， 使 得 对 应 的 系数 不 为 0 就 可 以 了 ( 另外 ,为 了 减 小 误差 ， 
应 该 选择 要 消去 的 未 知 数 系数 的 绝对 值 尽 可 能 大 的 方程 ” )。 


const double EPS = 1E-8; 
typedef vector<double> vec; 
typedef vector<vec> mat; 


// 求解 Ax=b， 其 中 A 是 方 阵 
// 当 方程 组 无 解 或 者 有 无 穷 多 解 时 ， 返 回 一 个 长 度 为 0 的 数组 
vec gauss_jordan (const mat& A, const vec& b) { 
int n = A.size(); 
mat B(n, vec(n + 1)); 
for (int i = 0; i < n} i++) 


for (int j = 0; j < n; j*+y BLIJIIY = A[3][3]; 
// 把 b 存 放 在 A 的 右边 方便 一 起 处 理 
for (lint š$ = O+ i en; 2r) BIE] nj = bT323; 


for (int i = 07 L < ni 4e) 4 
// 把 正在 处 理 的 未 知 数 系数 的 绝对 值 最 大 的 式 子 换 到 第 i 行 
int pivot = i; 
tor (int 3 = ip 3 < my JAA í 
if (abs(B[j][i]) > abs(B[pivot][i])) pivot = j; 
) 
swap(B[i], B[pivot]); 


/1/ 无 解 或 者 有 无 穷 多 解 


if (abs(B[i][i]) < EPS) return vec(); 


// 把 正在 处 理 的 未 知 数 的 系数 变 为 1 
for (int j = i + 1; j <= n; j++) B[i][3] /= B[3i][i]; 
far lint 3 = 0; 3 < my J$) + 
IE (k 4= yy i 
// 从 第 j 个 式 子 中 消去 第 i 个 未 知 数 
for (int k = i + 1; k <= n; k++) B[j][k] -= B[j][i] * B[i][k]; 
l: 
) 
) 


D 该 方法 被 称 为 列 主 元 高 斯 消 元 法 ， 相 应 的 还 有 更 为 数值 稳定 的 全 主 元 高 斯 消 元 法 。 一 一 译 者 注 。 
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vec x(n); 

// 存放 在 右边 的 b 就 是 答案 

for (int i = 0y i < ñ; isej KILY = BHI [S]: 
return x; 


) 


这 个 算法 被 称 作 高 斯 消 元 法 ， 复 杂 度 为 O0r) ( 其 中 为 方程 数 )。 


对 算法 进行 少许 修改 之 后 , 就 可 以 处 理 方程 数 和 未 知 数 的 数量 不 相等 或 者 解 不 唯一 的 情况 , 我们 
暂 不 在 此 介绍 。 仔 细 分 析 算 的 每 一 个 步骤 ,也 很 容易 求 得 行列 式 的 值 以 及 矩阵 的 秩 。 具 体 的 方法 
可 以 参见 讲解 线性 代数 的 书 。 


2. 期 望 值 和 方程 组 


Random Walk 


有 一 个 Nx M 大 小 的 格子 。 从 (0,0) 出 发 ， 每 一 步 朝 着 上 下 左右 4 个 格子 中 可 以 移动 的 格子 等 
概率 移动 。 另 外 有 一 些 格子 中 有 石头 ， 因 此 无 法 移 至 这 些 格子 。 求 第 一 次 到 达 (N-1, M-1) 格 


子 的 期 望 步 数 。 题 目 假定 至 少 存 在 一 条 从 (0,0) 出 发 到 (N-1,M-1) 的 路 径 。 


ARER 
e 2<N, M<10 


ED 


输入 
N = 10, M = 10 (格子 如 下 图 所 示 - H f. "分别 表示 石头 和 可 以 移动 到 的 格子 。 ) 








HEHEHHE. # 
idii #..# 
„H. HH.#H.# 
israe ayata 
EE. HH. HHHH 
5 
HEHHEHE. H 
EET REET 
HREH. HHHH 
TEE EE 


输出 


1678.00000000 
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《ED 
输入 


N = 10, M = 10 


输出 








EEE 
EEEE T 
wai 

输出 


361.00000000 


设 E(x,y) 表 示 从 (x;y) 出 发 ， 到 终点 的 期 望 步 数 。 我 们 先 考虑 从 (x,y) 向 上 下 左右 4 个 方向 都 可 以 移动 
的 情况 。 由 于 向 4 个 方 条 的 移动 都 是 等 概率 的 ， 因 此 可 以 在 E(x,y) 和 E(xtdx,ytdy)(|dxl+ldy|=1) 之 间 
建立 起 如 下 关系 。 


Ey) = 3 E(x-by)+T Et)+ Ey -N+ E+ 


如 果 移动 不 是 等 概率 的 ， 只 需要 把 1/4 改 成 相应 的 数值 就 可 以 了 。 

如 果 存 在 不 能 移动 的 方向 ， 我们 也 可 以 列 出 类 似 的 式 子 。 此 外 ， 当 (Gx,y)=(N-1,M-1) 时 ， 我 们 有 
E(N-1,M-1)=0。 为 了 使 方程 有 唯一 解 , 我 们 令 有 石头 的 格子 和 无 法 到 达 终 点 的 格子 都 有 E(xwy)=0。 
把 得 到 的 方程 联 立 ， 就 可 以 求解 期 望 步 数 了 。 
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// 输入 
char grid[MAX_N] [MAX_M + 1]; 
int N, M; 


bool can_goal[MAX_N] [MAX_M]; // can_goal[x] [y] 为 true 的 话 ，(x,y) 可 以 到 达 终 点 
int dx[4] = (=1, 1; 0; 0), dyis] = (0, 0, =l, 11; 


// 搜索 可 以 达到 终点 的 点 
void afs(int x, it y) { 
can_goal[x] [y] = true; 
for Got is 0r š w Ar itt Í 
int ox = x + dli], oy = ç + Əy[il; 
if (0 <= nx && nx < N && 0 <= ny && ny < M && !can_goal[nx] [ny] && 
grid[nx] [ny] != '#') ( 
dfs (msc, Dy; 
) 


) 


void solve() { 

mat A(N * M, vec(N * M, 0)); 

vee b(N * M 0) 

for (int x = 0; x < N; x++) ( 
for (int y = 0p y < M; y++) í 

can_goal[x] [y] = false; 

) 

) 

dfs(N - 1, M - 1); 


// HEEE 
Eos (int x = Dz x < N: Xet) 4 
for (int y = 0; y < M; y++) ( 


// 到 达 终 点 ， 或 者 是 (x,y) 无 法 到 达 终 点 的 情况 





if == N= 1 kky == M = 1 || reangoaliži tyi) t 
Alx * M + y][x * M + y] = 1; 
continue; 
) 
// 其 余 情况 
int move = 0; 
Foy tint k = O; k aay kre) 4 
int nx = x + dx[k], ny = y + dy[k]; 
if (0 <= nx && nx < N && 0 <= ny && ny < M && grid[nx] [ny] == '.') { 
A[x * M + y] [nx * M + ny] = -1; 
move++; 
i; 


} 
bix * M + y] = Alx * M + y][x * M + y] = move; 


} 
vec res = gauss_jordan(A, b); 
printf ("%.8f\n", res[0]); 

} 


一 
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4.1.2 ， 模 运算 的 世界 
1. 逆 元 
接 下 来 ,我 们 来 学 习 如 何 求解 线性 同 余 方 程 。 让 我 们 考虑 如 何 求解 线性 方程 ax=b (mod m), Xf 
于 实数 运算 下 的 方程 ax=bp， 由 于 a 存在 倒数 ， 因 此 很 容易 求解 。 如 果 在 mod m 的 运算 下 ， 也 有 
像 满足 ay=1 (mod m) 这 样 的 a 的 倒数 一 样 的 数 存 在 ,方程 就 可 以 求解 了 。 我 们 把 这 样 的 y 叫 做 a 
的 逆 元 ， 记 作 a”。 如 果 能 求解 逆 元 ， 那 么 就 有 x=a'xxa=a'xbp， 也 就 可 以 求 出 x 了 。 由 于 方程 
ax=1 (mod m) 等 价 于 存在 整数 k 使 得 ax=1+mk， 因 此 稍 作 变 形 之 后 ， 可 以 变 为 求解 满足 ax-mk=1 
的 x 的 问题 。 这 个 问题 可 以 使 用 extgcd 求 解 。 同 时 ， 也 可 以 知道 如 果 gcd(a,m)!=1， 那 么 道 元 是 
不 存在 的 。 
int mod_inverse(int a, int m) { 
int X, s; 
extgcd(a, m, x, y); 


return (m + x % m) $ m; 


) 


如 果 a 和 m 不 互 素 ， 那 么 ax=b (mod m) 就 等 价 于 
(a/gcd(a,m))x=b/gcd(a,m) (mod m/gcd(a,m)) 

从 式 子 中 可 以 看 出 ， 当 bp 无 法 整除 gcd(aym) 时 ， 原 方程 无 解 。 在 有 解 的 情况 下 ， 我 们 有 
x=(a/gcd(am)) x(b/gcd(a,m)) (mod m/gcd(a,m)) 

因此 ，ax=b (mod m) 的 解 为 
x=(a/gcd(a,m)) ` x(b/gcd(a,m))+(m/gcd(a,m)) xk (mod m) (0< k<gcd(a,m)) 

需要 注意 的 是 这 里 和 实数 的 情况 有 所 不 同 ， 有 可 能 有 多 解 ， 也 有 可 能 无 解 。 

2. 费 马 小 定理 


在 p 是 素数 的 情况 下 ， 对 任意 整数 x 都 有 =x (mod p)。 这 个 定理 被 称 作 费 马 小 定理 。 其 中 如 果 x 无 
法 被 p 整 除 ， 我们 有 :x*"'=1 (modp)。 利 用 这 条 性 质 ， 在 p 是 素数 的 情况 下 ， 就 很 容易 求 出 一 个 数 的 
逆 元 。 把 上 面 的 式 子 变形 之 后 得 到 a =a” (mod p)， 因 此 可 以 通过 快速 短 运 算 求 出 逆 元 。 


在 不 是 素数 的 情况 下 ， 我 们 也 有 类 似 的 欧 拉 定 理 可 以 使 用 。 假 设 m= ps ps .ps ， 那 么 m 的 欧 拉 
函数 g(m) 的 定义 如 下 


9(m)=mxII(pi-1)/p; (II 为 连 乘 符号 ) 
欧 拉 函数 的 值 等 于 不 超过 m 并 且 和 m 互 素 的 数 的 个 数 。 此 时 对 于 和 m 互 素 的 ， 有 x”"” =1 (mod m) 
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成 立 "。 在 m 是 素数 时 ， 根 据 定义 g(m)=m-1， 因 此 欧 拉 定理 也 可 以 看 作 是 费 马 小 定理 的 推广 。 


因为 的 整数 分 解 可 以 在 O(Vn) 时 间 内 完成 ， 所 以 对 于 某 一 个 zx 的 欧 拉 函 数 也 可 以 在 On) 时 间 
内 求 得 。 另外, 我 们 可 以 利用 埃 氏 筛 法 , 每 次 发 现 质 因子 时 就 把 它 的 倍数 的 欧 拉 函数 乘 上 -1)P， 
这 样 就 可 以 一 次 性 求 出 1~z 的 欧 拉 函数 值 的 表 了 。 


// 求 欧 拉 函 数值 。 O(Vm) 
int euler_phi (int n) { 
int res = n; 
fòr (int š$ s= 2; $í * i < ñ; isj < 
iE (ñ S 1 == QO) 1 
res = res / i * (i - 1); 
for (s 0-9 i == Üs ñ e Ms 
} 
} 
if (n != 1) res = res / m * (n = Ij; 
return res; 


) 
int euler [MAX_N]; 


// O(MAX_N) i $ H Ek 5 h 3k Ë 05 k. 
void euler_phi2() ( 


for (int i = 0; i < MAX_N; i++) euler[i] = i; 
for (int i = 2; i < MAX N; i++) ( 
if (euler[i] == i) { 


for (dnt j = j j < MXN: j =s $) eulerlil = eulerf3j] / £ * SL) 
) 
) 
) 


3. 线性 同 余 方 程 组 


下 面 给 大 家 介绍 一 下 如 何 求解 由 多 条 线性 同 余 方程 联 立 得 到 的 线性 同 余 方程 组 。 用 数学 化 的 符号 
表示 就 是 求解 a;xx=b; (mod m) (1<i<n) 这 样 的 方程 组 。 如 果 方 程 组 有 解 ， 那 么 一 定 有 无 穷 多 解 ， 
而 且 解 的 全 集 一 定 可 以 写成 x=b (mod m) 的 形式 ， 因 此 问题 就 转化 为 求解 bp 和 m。 如 果 我 们 能 求解 


方程 组 x=b1 (mod mi), axx=b, (mod m2)， 那 么 只 要 对 方程 逐个 求解 ， 对 于 任意 有 限 的 n 我 们 就 都 
可 以 求 出 答案 了 。 


因为 x=bi (mod m1)， 所 以 可 以 把 x 写成 x=by+mixt 的 形式 。 把 它 代入 第 二 条 式 子 ， 可 以 得 到 
a(bi+mixt) =b; (mod m) 
移 项 整理 后 得 到 


axm,xt=b;-axb, (mod m) 


D 当 x 和 m 不 互 素 时 ， 则 有 ， 存 在 一 个 h(x) ， 对 任意 ?>>AoD 均 有 mm = x (mod m) 成 立 。 
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由 于 这 只 是 一 个 一 次 同 余 方程 , 因此 很 容易 求解 。 当 gcd(m, axm) 无 法 整除 户 -ax 时 原 方 程 组 无 解 。 


// 返回 一 个 (b，m) 的 数 对 
pair<int, int> linear_congruence (const vector<int>& A, const vector<int>& B, 
const vector<int>& M) { 
// 由 于 最 开始 没有 任何 限制 ， 所 以 先 把 解 设 为 表示 所 有 整数 的 x 三 0 (mod 1) 


int 3 =. O, me 


for (int i = 0; i < A.size(); i++) { 
int á = Ali] * m, b = Bli] - Ali] * x, d = gcd(Mli); a); 
if (b % d != 0) return make_pair(0, -1); // 无 解 
int t = b / d * mod_inverse(a / d, M[i] / d) % (M[i] / d); 
S C. $ 3 * j+ 
m *= M[i] / d; 

j 

return make_pair(x % m, m); 


) 


4. 中 国 剩余 定理 


我 们 假设 同 余 方 程 组 里 所 有 的 a 都 等 于 1, 并 且 所 有 的 m 都 互 素 , 这 样 , 答案 就 一 定 是 x=b (mod Im) 
RZ, 对 于 一 个 合 数 n, 我 们 假设 有 n=ab ( 其 中 a 和 4b 互 素 ) 那么 如 果 x mod n 的 值 确 定 ,， x mod a 和 x 
mod b 的 值 就 都 确定 了 。 也 就 是 说 ， 我们 有 (x mod n) 合 (x mod a, x mod b) 这 样 一 组 对 应 关系 。 


换 句 话说 , 以 合 数 n 为 模 数 来 考虑 与 以 aq 和 2b 为 模 数 来 考虑 是 等 价 的 。 这 个 定理 叫做 中 国 剩余 定理 。 
通过 对 n 进 行 分 解 ， 对 于 模 合 数 的 情况 只 需要 考虑 模 p"( p 为 素数 ) 的 情况 就 可 以 了 。 其 中 ， 如 果 
1 不 能 被 任何 一 个 完全 平方 数 整除 ”, 那么 问题 就 可 以 转化 为 模 数 为 素数 的 情况 , 从 而 变 得 容易 求 
解 。 中 国 剩余 定理 不 是 一 个 算法 ， 而 是 可 以 看 成 在 思考 算法 时 的 一 个 提示 


fil: fx) =0 (mod n) f(x) =0 (mod p) (站 
5.n! (Cn 的 阶乘 ) 


在 计数 问题 中 ， 经 常 需 要 用 到 n!。 在 学 完 前 面 介绍 的 内 容 之 后 ， 有 必要 了 解 n! 在 mod p 下 的 一 些 
性 质 。 下 面 我 们 假设 p 是 素数 ，n!=ap*( a 无 法 被 p 整 除 )， 并 试图 求解 a modp 和 e。e 是 nl 能 够 迭代 
整除 p 的 次 数 ， 因 此 可 以 使 用 下 面 的 式 子 进行 计算 。 


nlp+nip’+nlp +=- 


这 个 结论 很 显然 ， 因 为 n/d 和 不 超过 n 的 能 被 4 整除 的 正 整 数 的 个 数 相 等 。 由 于 只 需要 对 于 p'<n 的 1 
进行 计算 ， 因 此 复杂 度 是 O(log, n)。 


接 下 来 计算 a mod p。 首 先 计算 n!=1x2x…xn 的 因数 中 不 能 被 p 整 除 的 项 的 积 。 假 设 n=10, p=3， 则 


(D 这样 的 数 叫做 Square-free number。 一 一 译 者 注 
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n!=1x2x4x5x7x8x10x(3x6x9) 
1x2x4x5x7x8x10=1x2x1x2x1x2x1 (mod p) 


从 这 个 例子 中 可 以 看 出 ， 不 能 被 p 整 除 的 项 在 mod p 下 呈 周 期 性 。 因 此 ， 不 能 被 p 整 除 的 项 的 积 等 
于 -Do x(n mod p)!。 事实 上 ， 根据 威尔逊 定理 ,我 们 有 (p-1)! =-1。 因 为 除了 1 和 p-1 之 外 其 
余 的 项 都 可 以 和 各 自 的 逆 元 相 乘 得 到 1。 


接 下 来 ,计算 可 以 被 p 整 除 的 项 的 积 。 可 以 被 p 整 除 的 项 有 p, 2p, 3p, …, (n/p)jp。 把 这 些 项 分 别 除 以 
P 之 后 得 到 1, 2,3,…, npo 因此 , 问题 的 范围 就 由 n 缩 小 到 了 n/p。 如 果 预 处 理 出 0<n<p 范 围 中 n! mod 
P 的 表 ， 就 可 以 在 O(log, n) 时 间 内 算出 答案 。 如 果 不 预 处 理 ， 那 么 复杂 度 是 O(p log, n)。 


int fact[MAX_P]; // 预 处 理 的 n! mod p 的 表 。0(p)。 


// 分 解 n! 三 a p°, 返回 a mod p. O(log, n)» 
int mod_fact (int n, int p, int& e) { 
e = 0; 
if (n == 0) return 1; 


// 计算 p 的 倍数 的 部 分 
int res = mod_fact(n / p, p, e); 
e += n / p; 


// 由 于 (p-1) ! 三 -1， 因 此 (p-1) !"?' 只 需要 知道 n/p 的 奇偶 性 就 可 以 计算 了 。 
if (n / p % 2 != 0) return res * (p - fact[n % p]) % p; 
return res * fact[n % p] % p; 

) 


6. Cí mod p 
了 解 了 n! 在 mod p 下 的 性 质 之 后 ，C; mod p 也 就 可 以 计算 了 。 首 先 ， 把 C* 写 成 n! 的 积 的 形式 。 


k n! 


Cam 
k!(n-k)! 


n!=apt,k!=a, p}, (n-k)!=a, p? 。 从 式 子 中 可 以 看 出 , 当 e1>eyte3 时 , C* 可 以 被 p 整 除 ,e1=estes 
时 无 法 被 p 整 除 。 在 无 法 整除 的 情况 下 ，C*=ai(a a) o 


// C, mod po O(log, n)o 
int mod_comb (int n, int k, int p) { 
if (m < 0 |] k < Q || 2< K) zeturn 0; 
int el, e2, e3; 
int al = mod_fact(n, p, el)，a2 = mod_fact(k, p, e2), a3 = mod_fact(n = k, p, e3); 
if (el > e2 + e3) return 0; 
return al * mod_inverse(a2 * a3 % p, p) % p; 
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另外 ， 如 果 把 C; 画 成 杨辉 三 角形 的 样子 ， 会 发 现 得 到 的 图 形 具有 自 相似 的 性 质 。 也 可 以 根据 这 
个 性 质 求 出 Cro Bn=Enp', 2kp (表示 成 P 进 制 ) W Ci =Tr, C, (modp)。” 











mod 2 的 情况 白色 三 角形 表示 0， 黑 色 三 角形 表示 1) 


4.1.3 ”计数 
1. 容 斥 原理 


容 斥 原理 
给 定 gq1,qy…,am， 求 1 到 的 整数 中 至 少 能 整除 a 中 一 个 元 素 的 数 有 几 个 ? 
ARER 


. 1<n<10” 
e l<m15 





B 
" H 
P 
° 
° 
3 
" 
N 


输出 


输入 


B 
" 
H 
° 
` O 
B 
" 
LO 








D 这 个 定理 被 称 作 Lucas 定 理 。 一 一 译 者 注 
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输出 


72 


如 果 对 于 1 到 n 中 的 每 个 数 都 判断 是 否 满 足 条 件 ， 那 么 复杂 度 是 O(nxm)， 无 法 在 时 间 限 制 之 内 得 
出 答案 。 由 于 m 的 范围 比较 小 ， 我 们 可 以 试 着 对 这 一 条 件 加 以 利用 。 


首先 我 们 考虑 一 下 m=1 的 情况 。 此 时 ， 答 案 是 zal ， 因 此 很 容易 求解 。 当 m=2 时 ， 如 果 直 接 计算 
n/aitn/a; ， 就 会 发 现 lem(ail,a) 的 倍数 被 计算 了 2 遍 ， 因 此 减 掉 重 复 计算 的 部 分 就 得 到 了 
n/aitn/ay-n/lem(a1,ay)。 依 次 类 推 , 就 可 以 发 现 对 于 一 般 情况 的 计算 方法 。 





文 氏 图 
下 面 我 们 就 来 试 着 写 出 一 般 情况 的 计算 公式 。 假 设 4(1<i<m) 是 X 的 一 些 子 集 ， 我 们 要 求 |U Al, 
例如 在 上 面 的 问题 里 ,就 可 以 看 成 4{nin 可 以 整除 qj}。 此 时 ， 有 如 下 等 式 成 立 。 


IU4F 21414- È 14n4 人 + > lAnAnAl-+C1D” DIANbLN NA,| 
1<i< 1<i 


<i<m <i<j<Sm IS<i<j<k<m 


这 个 式 子 被 称 作 容 斥 原理 。 一 般 在 集合 的 个 数 m 比 较 小 , 并 且 |4n4i1n…m4i 这 些 项 容易 计算 时 适 
合 使 用 容 斥 原理 。 假设 计算 一 个 |4;M4j… 门 4 需要 花费 0(f) 的 时 间 , 那么 总 共 就 需要 花费 0(2” f) 
的 时 间 。 不 过 , 这 是 最 坏 情 况 下 的 花费 。 如 果 满 足 一 些 特殊 性 质 , 那么 可 能 并 不 需要 枚 举 所 有 的 
2^m 种 情况 ， 或 者 可 以 使 用 DP 来 计算 。 





š Ta 
特殊 情况 下 的 文 氏 图 
typedef long long 11; 

int a[MAX_M]; 


int n, m; 
void solve() { 
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11 res = 0; 
foy (int 1 š 1; i€ (1 << m); ity 
int núm = 0; 
for (int j = i; j != 0; j >>= 1) num += j & 1; // i 的 二 进 制 表示 中 1 的 数量 
Jl ien = 1; 
for (int j = 0; j < m; j++) { 
iE tss 3 & $) £ 
lem = lem / gced(Tem, aljly * &ar[3]; 
// 如 果 1lcm 大 于 n， 则 n/1lcm=0。 因 此 在 溢出 之 前 break 
if(lcm > n) break; 
) 
) 
if (num % 2 == 0) res -= n / lcm; 
else res += n / lcm; 
) 
printf ("%d\n", res); 
} 


2. 莫 比 乌 斯 函数 
请 思考 下 面 的 问题 。 


没有 周期 性 的 字符 串 的 计数 
求 所 有 由 a~z 组 成 的 (不 一 定 要 使 用 所 有 字母 ) 长 度 为 n 的 字符 事 中 ,没有 周期 性 的 字符 串 
的 个 数 。 如 果 一 个 长 度 为 n 的 字符 串 可 以 通过 一 个 长 度 为 m<n 的 字符 串 重复 n/m 次 后 得 到 ， 
我 们 就 称 它 具有 周期 性 。 


ARERI 


e 2<n<10 











输出 
650 ( 满足 条 件 的 是 像 aa 和 bb 这 样 相同 字母 连续 的 字符 串 之 外 的 其 他 字符 囊 ， 因 此 有 26*25=650 种 ) 


< 


输入 
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输出 
5895 (从 26“ 种 可 能 中 除去 abab 形 式 的 字符 串 之 后 ，aaaa 形 式 的 字符 串 也 被 除去 了 ， 因 此 共有 26*-26 ”=456300 种 ) 


输入 


n = 15315300 


输出 


334 


我 们 定义 一 个 字符 串 的 最 小 循环 节 的 长 度 为 这 个 字符 串 的 周期 。 例 如 : abab 的 循环 节 是 ab， 周 期 
是 2，abcabcabcabc 的 循环 节 是 abc， 周 期 是 3。 为 了 记述 方便 ， 我 们 令 系 表示 把 X 重 复 m 次 之 后 拼 
接 得 到 的 字符 串 ( 例如 : (ab)=abab )。 假设 4 是 n 的 一 个 约 数 ， 下 面 我 们 试 着 统计 满足 题目 条 件 的 
周期 为 4 的 约 数 的 字符 串 的 个 数 。 显 然 ， 把 任意 长 度 为 4 的 字符 串 作 为 X 代 入 X" ”中 得 到 的 字符 串 
的 周期 一 定 是 4 的 约 数 ， 所 以 周期 为 4 的 约 数 的 字符 串 共 有 26“ 个 。 


由 于 我 们 要 求 的 是 周期 恰好 为 n 的 字符 串 的 个 数 ， 因 此 貌似 可 以 使 用 容 斥 原理 求解 。 但 是 当 我 们 
试 着 使 用 容 斥 原理 求解 时 就 会 发 现 ， 约 数 的 个 数 虽 然 不 算 多 ,但 是 也 可 能 达到 100 个 或 者 200 个 ， 
如 果 直 接 套用 容 斥 原理 的 话 无 法 在 规定 时 间 内 得 出 答案 。 


可 以 发 现 周 期 为 d 的 约 数 的 字符 串 组 成 的 集合 和 周期 为 e 的 约 数 的 字符 串 组 成 的 集合 的 交集 是 周 
期 为 gcd(we) 的 约 数 的 字符 串 组 成 的 集合 。 根 据 这 个 性 质 ， 在 容 斥 原理 中 加 上 或 者 减 去 的 2" 个 集 
合 对 应 的 项 中 ， 只 有 7 的 约 数 个 数 种 不 同 。 所 以 ， 只 需要 对 每 个 集合 分 别 计算 加 了 多 少 次 和 减 了 
多 少 次 ， 就 可 以 在 O( 约 数 个 数 ) 时 间 内 算出 答案 。 





包含 关系 


可 以 知道 4 是 n 的 约 数 时 , 被 加 减 了 多 次 的 总 和 ( 26? 的 系数 ) 只 和 n/qd 相 关 ， 而 与 无 关 。 求 这 个 系 
数 的 函数 叫做 莫 比 乌 斯 函数 ， 记 作 w(wd。 莫 比 乌 斯 函数 满足 下 面 的 关系 式 。 这 个 式 子 被 叫做 莫 
比 乌 斯 反 演 公式 。 
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fOm)= > gd) e g(n) = LUSA) 
d\n d\n 


在 这 个 问题 中 , KRq) 是 周期 为 4 的 约 数 的 字符 串 的 个 数 ，g(q) 是 周期 恰好 为 4 的 字符 串 的 个 数 。 由 于 
fq) 已 经 可 以 高 效 地 求 出 了 , 因此 就 可 以 用 右边 的 式 子 算出 g(n)。 莫 比 乌 斯 函数 可 以 通过 如 下 方法 
计算 得 到 。 


m 若 7 可 以 被 除 1 以 外 的 完全 平方 数 整除 ，w(D)=0。 
m 否则 设 n 的 质 因 数 的 个 数 为 £，y(n)=(-1)*。 


例如 因为 1 的 质 因 数 的 个 数 是 9， 所 以 (1)=1，30=2x3x5 共 有 3 个 质 因数 ， 所 以 (30)=-1，12=4x3 
可 以 被 完全 平方 数 整除 ， 所 以 x(12)=0。 由 于 整数 分 解 可 以 在 O(Vn) 时 间 内 完成 ， 所 以 y(n) 也 就 可 
以 在 O(Vn) 时 间 内 计算 出 来 。 另外， 如 果 使 用 埃 氏 筛 法 ， 可 以 在 O(n) 时 间 内 求 出 1~n 所 有 的 
的 值 。 


在 本 题 中 ， 由 于 n 很 大 ， 所 以 无 法 预 处 理 出 一 个 1~n 的 表 。 对 于 所 有 的 约 数 4 计算 x(gD) 只 需要 花费 
O( 约 数 的 个 数 x Vn ) 的 时 间 ， 可 以 在 规定 时 间 内 出 解 ( n< 10% 的 约 数 个 数 的 最 大 值 是 800 左 右 )。 
不 过 , 由 于 计算 出 了 n 的 整数 分 解 ,对 于 n 的 所 有 约 数 q 的 u(q) 的 值 也 就 可 以 很 容易 地 计算 出 来 , 因 
此 实际 上 只 需要 O(Vn) 时 间 就 可 以 了 。 假 如 n=60=4x3x5 的 话 ， 就 可 以 按照 如 下 方法 计算 。 


u(1)=u(2x3)=u(2x5)=(3x5)=1 
u(2)=u(3)=u(5)=u(2x3x5)=-1 
其 他 为 0 


// 把 n 的 约 数 的 莫 比 乌 斯 函数 值 用 map 的 形式 返回 。o( Vn ) 
map<int, int> moebius (int n) ( 

map<int, int> res; 

vector<int> primes; 


// 枚 举 n 的 质 因数 
Eor (dat i = 27 Z f k ss np LFR 4 
if (n % i == 0) { 
primes .push_back (i); 
while (n % i == 0) n /= i; 
} 
+ 


if (n != 1) primes.push_back(n); 


int m = primes.size(); j 
for (int i = 0; i < (1 << m); i++) { // 虽然 要 执行 2 次 ， 但 是 这 不 超过 mn 的 约 数 个 数 
int mi = T, dai 
for (int j = 0; 3 < m; Jt) í 
i£ (3 >5 j & 2) t 
mu *= -1; 
d *= primes[j]; 





res[d] = mu; 
) 
return res; 


) 
const int MOD = 10009; 


// 输入 


iat n 


void solve() { 
int res = 0; 
map<int, int> mu = moebius (n); 
for (map<int, int>::iterator it = mu.begin(); it != mu.end(); ++it) { 
res += it->second * mod_pow(26, n / it->first, MOD); // un(d)*26"° 
res = (res % MOD + MOD) % MOD; 
) 
printf("%d\n", res); 
) 
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Polya 计 数 定理 


在 组 合 问题 中 ,有 时 要 求 把 旋转 和 翻转 之 后 相同 的 状态 看 成 本 质 相同 的 状态 ， 并 要 求 计算 本 质 不 
同 的 状态 个 数 。 能 够 在 这 一 类 问题 中 发 挥 作 用 的 就 是 P6lya 定 计数 理 。 


让 我 们 先 来 看 一 个 简单 的 问题 。 用 /种 颜色 给 一 个 2x2 的 格子 染色 一 共有 多 少 种 方法 ?” 旋转 之 后 相 


同 的 染色 方案 看 作 同一 种 。 
"u B 


我 们 把 旋转 分 成 0 度 、90 度 、180 度 、270 度 四 种 情况 分 别 计 算 。 


(1) 旋转 0 度 之 后 不 变 的 染色 方案 有 万 种 。 

(2) 旋转 90 度 之 后 不 变 的 染色 方案 是 所 有 格子 都 染 相 同 颜色 ， 共 /种 。 

(3) 旋转 180 度 之 后 不 变 的 染色 方案 是 对 角 线 的 格子 染 相 同 颜色 ， 共 种 。 
(4) 旋转 270 度 之 后 不 变 的 染色 方案 是 所 有 格子 都 染 相同 颜色 ， 共 /种 。 


实际 上 ， 取 这 4 个 值 的 平均 值 (K+RR+2x 有 /4 就 是 答案 Ta 


让 我 们 思考 一 下 为 什么 可 以 这 样 计算 。 下 图 中 (a) 形 式 的 染色 方案 在 (1) 中 被 重复 计算 了 4 次 。(b) 
形式 的 染色 方案 在 (1) 中 计算 了 2 次 , 在 (3) 中 计算 了 2 次 ， 共 被 重复 计算 了 4 次 。(c) 形 式 的 染色 方案 
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在 (1) 中 计算 了 1 次 , (2) 中 计算 了 1 次 , (3) 中 计算 了 1 次 ，(4) 中 计算 了 1 次 ， 共 被 重复 计算 了 4 次 。 这 
三 种 情况 都 被 重复 计算 了 4 次 ， 因 此 除 以 4 就 是 最 后 答案 了 。 


和 容 斥 原理 不 同 , 这 里 先 把 所 有 方案 重复 计算 了 相同 的 次 数 ， 然 后 再 把 结果 除 以 重复 的 次 数 。 像 
这 样 的 计数 方法 ， 被 称 作 P6lya 计 数 定理 。 


下 面 我 们 试 着 解决 一 些 更 复杂 的 问题 。 


石头 染色 方案 计数 问题 


有 nn 块 石头 排 成 一 圈 。 现 在 要 用 m 种 颜色 数 这 nn 块 石头 ， 问 一 共有 多 少 种 不 同 的 染色 方案 。 
旋转 之 后 相同 的 方案 视 作 同一 种 。 输 出 方案 数 mod 1000000007 之 后 的 结果 。 


正 限制 条 件 


。]1 三] 过 10? 
e 1<m=<10° 





输出 


输出 
2530 (之 前 的 问题 的 k=10 的 情况 ) 





输入 


n = 1000000000 
m = 1000000000 


输出 


898487047 


n=4 的 情况 我 们 已 经 解决 了 。 下 面 我 们 试 着 用 同样 的 方法 求解 这 个 问题 。 首 先 考虑 旋转 的 种 类 。 
显然 共有 旋转 0 个 位 置 、 旋 转 1 个 位 置 、 旋 转 2 个 位 置 …… 旋 转 n-1 个 位 置 等 n 种 转 法 。 


下 面 我 们 计算 旋转 k 个 位 置 之 后 和 原来 相同 的 染色 方案 的 个 数 。 首 先 我 们 按照 顺 时 针 顺 序 从 0 到 
nl 给 石头 编号 。 由 于 旋转 k 个 位 置 之 后 和 原来 相同 ， 所 以 第 ;个 石头 和 第 (i+h) mod nm 个 石头 的 颜色 
相同 。 这 么 递 推 下 去 可 以 知道 第 ;个 石头 和 第 (itkx?) mod nm 个 石头 的 颜色 相同 。 求 解 信 六 0 (mod n) 
的 最 小 的 t。 很 显然 ，f=n/gcd(k,n) 满 足 条 件 ， 并 且 是 最 小 的 。 


颜色 一 定 和 第 i 个 石头 相同 的 石头 ， 可 以 像 下 面 这 样 不 断 旋 转 来 枚 举 得 到 


i—(i+k) mod n—(i+2k) mod n—::—i 


BE EMRA KARA k RA E. RER, MAAG) mod n 的 轨迹 是 完 
全 相同 的 。 我 们 可 以 把 mx 个 石头 划分 为 若干 条 互 不 相交 的 轨迹 。 而 旋转 之 后 和 原来 相同 的 染色 方 
案 就 是 将 每 一 条 轨迹 里 所 有 的 石头 都 染 同一 种 颜色 。 因 此 ， 只 要 知道 轨迹 的 个 数 ， 就 可 以 算出 有 
多 少 种 染色 方案 旋转 之 后 和 原来 相同 了 。 


接 下 来 ， 我 们 求解 旋转 k 个 位 置 情况 下 的 个 数 。 每 一 个 轨迹 中 石头 的 个 数 是 二 mwgcd(km)。 由 于 在 
本 题 中 不 同 轨迹 中 的 石头 的 个 数 相同 ， 所 以 轨迹 的 个 数 就 是 mw-gcd(kz)。 因 此 ， 旋 转 kt 个 位 置 之 
后 和 原来 相同 的 染色 方案 数 就 是 ms**%”。 
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O @ 


1— 3—5 
n=6,k=3 时 的 轨迹 


计算 最 后 答案 可 以 不 断 枚 举 k 的 值 ,并 把 m2" 加 起 来 ,但 是 因为 x<10”, 如 果 老 老实 实 按照 0~n-1 
的 顺序 枚 举 ， 无 法 在 规定 时 间 内 出 解 。 不 过 ，gcd(k,n) 只 有 有 限 个 不 同 的 值 ， 所 以 可 以 把 相同 的 
值 合并 在 一 起 计算 。 


设 d 是 n 的 约 数 。 我 们 要 统计 满足 gcd(k,n)=4d 的 K0 志 kh<n) 的 个 数 。 很 显然 ,，k 是 qd 的 倍数 ， 所 以 可 以 
把 k 写 做 三 dxt(0<t<n/qd)。 其 中 q=gcd(k,n)=gcd(dxt,n)=dxgcd(t,n/qd)。 因 此 ，gcd(t,n/d)=1， 满 足 条 件 
的 的 个 数 就 是 欧 拉 函数 p(n/q)。 


把 所 有 的 值 加 起 来 之 后 除 以 n 就 是 答案 了 。 计 算 的 表达 式 为 
lY m'on /d) 
n din 


在 计算 这 个 表达 式 时 ， 需 要 对 n 的 所 有 约 数 q 求 解 欧 拉 函数 g(q)。 但 是 ， 由 于 4 的 质 因数 也 是 n 的 质 
因数 ， 如 果 事 先 求 出 了 n 的 质 因数 ,那么 g(q) 就 很 容易 求 出 了 。n 的 质 因 数 的 个 数 有 O(log n, H 
此 计算 每 个 g(q) 需 要 O(log n) 时 间 。 


const int MOD = 1000000007; 
typedef long long 11; 


// 输入 


int-i, m 


void solve() ( 
map<int, int> primes = prime_factor(n); 
vector<int> divs = divisor(n); 
11 res = 0; 
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for (int i = 0; i < divs.size(); i++) { 


// 求 divs[i] 的 欧 拉 函数 值 

11 euler = divs[i]; 

for (map<int, int>::iterator it = primes.begin(); it != primes.end(); ++it) { 
int p = it->first; 
if (divs[i] % p == 0) euler = euler / p * (p - 1); 

} 


res += euler * mod_pow(m, n / divs[i], MOD) % MOD; 
res %= MOD; 
) 


// 最 后 除 以 n 
printf("%lld\n", res * mod pow(n, MOD - 2, MOD) % MOD); 
) 


实际 上 ， 这 个 问题 也 可 以 使 用 莫 比 乌 斯 函数 求解 。 设 Xd) 为 周期 恰好 为 d 的 染色 方案 的 总 数 ， 其 中 
即使 旋转 后 和 原来 相同 也 当 作 不 同 的 方案 计算 。Ad 可 以 使 用 “没有 周期 性 的 字符 串 的 计数 ” 问 
题 中 用 过 的 方法 求解 。 如 果 再 考虑 上 旋转 ，Xd 中 的 每 一 种 染色 方案 都 恰好 被 算 了 < 次。 因此 ,， 答 
案 就 是 

2 1d)14 

din 
AUMERE, WAASI PFARA REE Od), in 
的 约 数 个 数 那么 多 次 ， 所 以 总 的 复杂 度 是 O(d(n)* + Vn) 。 而 且 ， 把 这 个 式 子 变 形 并 化 简 之 后 ， 
就 有 


d\n Ô eld N dyn 


JOY s A AE ld 
> TRD 224 > m 2 y a 


这 和 通过 P6lya 计 数 定理 得 到 的 结果 是 完全 相同 的 。 


附 有 把 翻转 之 后 得 到 的 方案 看 作 同 一 方案 等 条 件 的 问题 ， 以 及 立方 体 的 染色 问题 等 都 可 以 利用 
P6lya 定 理 求解 。 另 外 ， 有 同样 颜色 的 石头 数量 有 上 限 限 制 、 相 邻 的 石头 不 能 染 成 相同 的 颜色 等 
附加 约束 的 问题 也 可 以 求解 。 
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串 本 节 ， 我 们 来 讨论 一 下 双人 对 战 游戏 中 的 必 胜 策略 ， 并 介绍 Nim 游 戏 和 Grundy 值 "等 重要 概念 


4.2.1 游戏 与 必 胜 策 略 
1. 硬币 游戏 1 


硬币 游戏 1 


Alice 和 Bob 在 玩 这 样 一 个 游戏 。 给 定 上 个 数字 alay" aq a At, A xh, Alice 和 
Bob 轮流 取 硬 币 。 每 次 所 取 硬 币 的 枚 数 一 定 要 在 ayay at P. Alice 先 取 ， 取 走 最 后 一 枚 
硬币 的 一 方 获 胜 。 当 双方 都 采取 最 优 策略 时 ， 谁 会 获胜 ? 题目 假定 aa, a PRA 1。 


ARER 
e 1<x< 10000 
e 1<k<100 


e l<a<x 





输入 


R. W TW 
N 

















D Grundy 值 又 叫 Nim 值 ， 国 内 则 更 常 称 为 Sprague-Grundy 函 数 。 一 一 译 者 注 
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输入 
x = 10 
k= 2 
a = (1, 4) 
输出 
Bob 


下 面 来 考虑 当 轮 到 自己 时 ， 还 有 / 枚 硬币 时 的 胜 负 情 况 。 


m 题目 规定 取 光 所 有 的 硬币 就 获胜 ， 这 等 价 于 轮 到 自己 时 如 果 没 有 硬币 了 就 失败 。 因 此 ，j=0 时 
是 必 败 态 。 

m 如 果 对 于 某 个 i(1 i 及 ，j-a; 是 必 败 态 的 话 ，j) 就 是 必 胜 态 。( 如 果 当 前 有 j 枚 硬币 ， 只 要 取 走 a; 
枚 对 手 就 必 败 一 自己 必 胜 )。 

m 如 果 对 于 任意 的 i(1<i< 人 ,ja 都 是 必 胜 态 的 话 ，j 就 是 必 败 态 。( 不 论 怎么 取 ， 对 手 都 必 胜 一 
自己 必 败 )。 


根据 这 些 规则 ， 我 们 就 能 利用 动态 规划 算法 按照 从 小 到 大 的 顺序 计算 必 胜 态 必 败 态 。 只 要 看 x 是 
必 胜 态 还 是 必 败 态 ， 就 能 知道 谁 会 获胜 了 。 


像 这 样 ， 通 过 考虑 各 个 状态 的 胜 负 条 件 ， 判 断 必 胜 态 和 必 败 态 ， 是 有 胜 败 的 游戏 的 基础 。 


// 输入 
int X, K, A[MAX_K]; 


// 动态 规划 所 用 的 数组 
bool win[MAX_X + 1]; 


void solve() ( 
// 轮 到 自己 时 没有 硬币 了 ， 则 失败 


win[0] = false; 


för (int Jj = 1; 9 <= Ky j++ 4 
// 如 果 可 以 让 对 手 到 达 必 败 态 ， 则 必 胜 
win[j] = false; 
for lint i = 07 < K; ft) { 
win[j] |= A[i] <= j && !win[j - A[i]]; 
) 
1 


if (win[X]) puts("Alice"); 
else puts("Bob"); 
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2.AFunny Game 


A Funny Game (POJ 2484) 


n 枚 硬币 排 成 一 个 圈 。Alice 和 Bob 轮流 从 中 取 一 枚 或 两 枚 硬币 。 不 过 ， 取 两 枚 时 ， 所 取 的 
两 枚 硬币 必须 是 连续 的 。 硬 币 取 走 之 后 留 下 空位 ， 相 隔 空 位 的 硬币 视 为 不 连续 的 。Alice 开 
始 先 取 ， 取 走 最 后 一 枚 硬币 的 一 方 获胜 。 当 双方 都 采取 最 优 策略 时 ， 谁 会 获胜 ? 


OOO SSO ALO 
O OO OO OD. 


Qe O OCO Ge + 


例子 


ARER 
e 0<n< 1000000 








1 高 达 1000000, 考虑 到 还 有 将 连续 部 分 分 裂 成 几 段 等 的 情况 ,状态 数 非常 地 多 ,搜索 和 动态 规划 
法 都 难以 胜任 。 需 要 更 加 巧妙 地 判断 胜 败 关系 。 


首先 , 试想 一 下 如 下 情况 。 能 够 把 所 有 的 硬币 分 成 像 下 图 这 样 的 两 个 完全 相同 的 组 的 状态 ,是 必 
胜 状态 ?还 是 必 败 状态 ? 





被 分 成 两 个 相同 的 组 的 状态 的 例子 


事实 上 这 是 必 败 态 。 不 论 自己 采取 什么 选取 策略 ， 对手 只 要 在 另 一 组 采取 相同 的 策略 ， 就 又 回 到 
了 分 成 两 个 相同 的 组 的 状态 。 


不 论 自己 取 如 果 对 手 也 取 则 回 到 同 
走 哪 些 硬币 走 对 应 的 硬币 样 的 情况 


必定 能 够 再 次 回 到 同样 的 情况 
不 断 这 样 循环 下 去 ,总 会 在 某 次 轮 到 自己 时 没有 硬币 了 。 也 就 是 说 ,因为 对 手 取 走 了 最 后 一 枚 硬 
币 而 败北 。 
接 下 来 ,让 我 们 回 到 正题 。Alice 在 第 一 步 取 走 了 一 枚 或 两 枚 硬币 之 后 , 原本 成 圈 的 硬币 就 变 成 了 
长 度 为 -1 或 是 n-2 的 链 。 这 样 只 要 Bob 在 中 间 位 置 ， 根 据 链 长 的 奇偶 性 ， 取 走 一 枚 或 两 枚 硬币 ， 
就 可 以 把 所 有 硬币 正好 分 成 了 两 个 长 度 相 同 的 链 。 


Bob 总 是 能 够 将 硬币 分 成 两 个 长 度 相同 的 链 
这 正如 我 们 前 面 所 讨论 的 一 样 ， 是 必 败 态 。 也 就 是 说 ，Alice 必 败 ， 而 Bob 必 胜 。 只 不 过 ， 当 ms2 
时 ，Alice 可 以 在 第 一 步 取 光 ， 所 以 胜利 的 是 Alice。 在 这 类 游戏 当中 ， 作 出 对 称 的 状态 后 再 完全 
模仿 对 手 的 策略 常常 是 有 效 的 。 
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// 输入 
int n; 
void solve() ( 
L£ (n <= 2y puts("Alicet); 


else puts("Bob"); 
} 


3. Euclids Game 


Euclids Game (POJ 2348) 


ARMA FRAAIE E A Aah ER, o 

给 定 两 个 整数 g 和 b, Stan 和 Ollie 轮流 从 较 大 的 数字 中 减 去 较 小 数字 的 倍数 。 这 里 的 倍数 指 
的 是 1 倍 、2 倍 等 这 样 的 正 整 数 倍 ， 并 且 相 减 后 的 结果 不 能 小 于 零 。Stan 先 手 ， 在 自己 的 回 
合 将 其 中 一 个 数 变 为 零 的 一 方 获胜 。 当 双方 都 采取 最 优 策略 时 ， 谁 会 获胜 ? 


在 限制 条 件 
。a 和 bb 都 是 正 整 数 (在 32 位 有 符号 整数 范围 之 内 ) 





输出 


输出 


Ollie wins 





让 我 们 来 找 找 看 该 问题 中 必 胜 态 和 必 败 态 的 规律 。 首 先 ， 如 果 a>b 则 交换 , 假设 a<b。 男 外 ， 如 果 
bo 已 经 是 a 的 倍数 了 则 必 胜 ， 所 以 假设 b 并 非 a 的 倍数 。 此 时 ，a 和 4b 的 关系 ， 按 自由 度 的 观点 ， 可 以 
分 成 以 下 两 类 。 
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(1) b-a<a 的 情况 
(2) b-a>a 的 情况 


对 于 第 一 种 情况 ， 如 果 从 b 中 减 去 a 的 2 倍 及 以 上 的 数 则 变 为 负数 ， 所 以 只 能 从 b 中 减 去 a, 没有 选 
择 的 余地 。 相 对 的 ， 对 于 第 二 种 情况 ， 有 从 b 中 减 去 a, 减 去 2a， 或 更 高 的 倍数 等 多 种 选择 。 


对 于 第 一 种 情况 ,要 判断 必 胜 还 是 必 败 是 很 简单 的 。 因 为 没有 选择 的 余地 ， 如 果 b 减 去 a 之 后 所 得 
到 的 状态 是 必 败 态 的 话 ， 它 就 是 必 胜 态 ， 如 果 得 到 的 是 必 胜 态 的 话 ， 它 就 是 必 败 态 。 


例如 ， 从 (4, 7) 这 个 状态 出 发 就 完全 没有 选择 的 机 会 ， 按 照 
(4, 7) — (4, 3) > (1, 3) 
的 顺序 ， 轮 到 (1, 3) 的 一 方 将 获胜 ， 所 以 有 


(4, 7) 一 (43) 一 (3) 
必 胜 一 必 败 一 必 胜 


可 见 (4, 7) 是 必 胜 态 。 

接 下 来 ， 我们 来 看 一 下 第 二 种 情况 是 必 胜 态 还 是 必 败 态 。 假 设 x 是 使 得 b-ax<a 的 整数 ， 考 虑 一 下 
从 b 中 减 去 a(x-1) 的 情况 。 例 如 对 于 (4, 19) 则 减 去 12。 

此 时 ， 接 下 来 的 状态 就 成 了 前 边 讲 过 的 没有 选择 余地 的 第 一 种 情况 。 如 果 该 状态 是 必 败 态 的 话 ， 
当前 状态 就 是 必 胜 态 。 


那么 , 如 果 减 去 a(x-1) 后 的 状态 是 必 胜 态 的 话 , 该 如 何 是 好 呢 ? 此 时 ， 从 5 中 减 去 ax 后 的 状态 是 减 
去 a(x-1) 后 的 状态 唯一 可 以 转移 到 的 状态 ， 根 据 假设 , 减 去 a(x-1) 后 的 状态 是 必 胜 态 ， 所 以 该 状 
态 是 必 败 态 。 因 此 ， 当 前 状态 是 必 胜 态 。 
例如 对 于 (4,17)， 由 于 从 17 中 减 去 12 得 到 的 (4, 5) 就 是 必 败 态 ， 所 以 只 要 减 去 12 就 能 获胜 。 另 一 方 
面 ， 对 于 (4, 19), 减 去 12 得 到 的 (4, 7) 是 必 胜 态 ， 因 此 (4, 3) 就 是 必 败 态 ， 只 要 减 去 16 就 能 获胜 。 
由 此 可 知 , 第 二 种 情况 总 是 必 胜 的 。 所 以 ， 从 初始 状态 开始 ， 最 先 达到 有 自由 度 的 第 二 种 状态 的 
一 方 必 胜 。 

// 输入 

int a, b; 

void solve() { 

bool f = true; 


for (w) í 
if (a > b) swap(a, b); 
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// b 是 a 的 倍数 时 必 胜 
if (b % a == 0) break; 


// 如 果 是 解说 中 的 第 二 种 情况 必 胜 


if (b - a > a) break; 


) 


if (f) puts("Stan wins"); 
else puts("Ollie wins"); 


) 











4.2.2 Nim 
1. Nim 


Nim 


有 n 堆 石子 ,每 堆 各 有 a; 颗 石子 。Alice 和 Bob 轮流 从 非 空 的 石子 堆 中 取 走 至 少 一 颗 石 子 。 
Alice 先 取 ， 取 光 所 有 石子 的 一 方 获胜 。 当 双方 都 采取 最 优 策略 时 ， 谁 会 获胜 ? 


在 限制 条 件 
e 1<n=1000000 


e 1<a,<10? 








B 
"É H 
w 
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Bob 
这 个 游戏 是 称 为 Nim 的 经 典 游戏 ， 该 游戏 的 策略 也 成 为 了 许多 游戏 的 基础 。 要 判断 该 游戏 的 胜 负 
只 要 用 异 或 运算 就 好 了 。 有 以 下 结论 成 立 。 


al XOR a, XOR … XOR a, £ 0 — 必 胜 态 
aj XOR a, XOR … XOR a, = 0 > 必 败 态 


因此 ， 只 要 计算 异 或 值 ， 如 果 非 零 则 Alice 必 胜 ， 为 零 则 Bob 必 胜 。 


让 我 们 来 简略 地 证 明 一 下 。 首 先 一 旦 从 XOR 为 零 的 状态 取 走 至 少 一 颗 石子 ，XOR 就 一 定 会 变 成 
非 零 。 因 此 ， 可 以 证 实 必 败 态 只 能 转移 到 必 胜 态 。 

接 下 来 ， 我 们 来 证 明 必 胜 态 总 是 能 转移 到 某 个 必 败 态 。 观 察 XOR 的 二 进 制 表示 最 高 位 的 1， 选 取 
石子 数 的 二 进 制 表 示 对 应 位 也 为 1 的 某 堆 石子 。 只 要 从 中 取 走 使 得 该 位 变 为 0， 且 其 余 XOR 中 的 1 
也 反 转 的 数量 的 石子 ，XOR 就 可 以 变 成 零 。 


int N, A[MAX_N]; 





void solve() ( 
int x = 0} 
for tint xk s Q+ YX < Nz itt) ae ^s Alis 


if (x != 0) puts("Alice"); 
else puts ("Bob"); 
$ 


2. Georgia and Bob? 





Georgia and Bob (POJ 1704) 
Georgia 和 Bob 在 玩 如 下 游戏 。 


1 2 3 4 5 6 7 8 Car 


棋盘 的 例子 





D 这 里 介绍 的 问题 又 被 称 为 Staircase Nim。 一 一 译 者 注 
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如 上 图 所 示 , 排 成 直线 的 格子 上 放 有 nn 个 棋子 。 棋子 i 在 左 数 第 pi 个 格子 上 。Georgia 和 Bob 
轮流 选择 一 个 棋子 向 左 移动 。 每 次 可 以 移动 一 格 及 以 上 任意 多 格 , 但 是 不 允许 反超 其 他 的 棋 
子 ， 也 不 允许 将 两 个 棋子 放 在 同一 个 格子 内 。 

无 法 进行 移动 操作 的 一 方 失败 。 假 设 Georgia 先进 行 移动 ， 当 双方 都 采取 最 优 策略 时 ， 谁 会 
获胜 ? 


ARER 
e 1<n=<1000 
e 1<p;< 10000 














输出 

Bob will win 
输入 

n=8 

Ú: = fly 5, Be 7, $, 412, Tea TI 
输出 


Georgia will win 





如 果 将 棋子 两 两 成 对 当 作 整 体 考虑 ， 我 们 就 可 以 把 这 个 游戏 转 为 Nim 游 戏 。 先 按 棋 子 个 数 的 奇偶 
分 情况 讨论 。 首先， 考虑 棋子 个 数 为 偶数 的 情况 。 把 棋子 从 前 往 后 两 两 组 成 一 对 ,那么 ,我 们 就 
可 以 将 每 对 棋子 看 成 Nim 中 的 一 堆 石 子 。 石 子 堆 中 石子 的 个 数 等 于 两 个 棋子 之 间 的 间隔 。 


aa OL T TTO TO T TO- 
— — 


N O O 
GA O 
第 一 堆 第 二 堆 


棋盘 所 对 应 Nim 的 例子 
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让 我 们 想 想 看 为 什么 能 够 这 样 转 换 。 考虑 其 中 的 某 一 对 棋子 , 将 右边 的 棋子 向 左 移动 就 相当 于 从 
Nim 的 石子 堆 中 取 走 石子 。 

移动 右边 的 棋子 Z 


[T OLL T B- = 


将 右边 的 棋子 向 左 移动 的 例子 


男 一 方面 ， 将 左边 的 棋子 向 左 移动 ， 石 子 的 数量 就 增加 了 。 这 就 与 Nim 不 同 了 。 但 是 ， 即 便 对 手 
增加 了 石子 的 数量 ， 只 要 将 所 加 部 分 减 回去 就 回 到 了 原来 的 状态 ， 即便 自 己 增加 了 石子 的 数量 ， 
只 要 对 手 将 所 加 的 部 分 减 回 去 也 回 到 了 原来 的 状态 。 因 此 ， 该 游戏 的 胜 负 状态 和 所 转移 成 的 Nim 
的 胜 负 状态 是 一 致 的 。 


移动 左边 的 棋子 V N 


sa | OL | | | Ob => CC 
Nim — 


L— 
OO 石子 数 增加 
O O 


移动 右边 的 棋子 Z N 





o OO 
Oo OO 





回 到 原来 的 个 数 O O 
P= ==; 


将 左边 的 棋子 向 左 移动 的 例子 
当 棋子 的 个 数 为 奇数 时 ， 对 最 左边 的 棋子 按 下 图 进行 特殊 处 理 后 ， 同 样 可 以 转 成 Nim。 
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棋盘 | OL OF L 1 Ol 
一 


Nim O O O 
O O 
第 一 堆 第 二 堆 
奇数 个 的 情况 





const int MAX N = 1000; 
int N, P[MAX_N]; 


void solve() ( 
if (N % 2 == 1) P[N++] = 0; 
sort(P, P + N); 


ime X = Os 

for (int í = 0; ií + 1 < N; 3 *= 2) 1 
x >*= (Pii + 1] = P[i] = 1); 

) 


if (x s= 0) putsšs("Bob will win"); 
else puts("Georgia will win"); 





42.3 ”Grundy 数 
1. 硬币 游戏 2 


硬币 游戏 2 


Alice 和 Bob 在 玩 这 样 一 个 游戏 。 给 定 上 个 数字 ql,a…,ar。 一 开始 ， 有 n 堆 硬币 ,每 堆 各 有 
Xxi 枚 硬币 。Alice 和 Bob 轮流 选 出 一 堆 硬币 ， 从 中 取出 一 些 硬币 。 每 次 所 取 硬 币 的 枚 数 一 定 
要 在 aaak 当 中。Alice 先 取 ， 取 光 硬 币 的 一 方 获胜 。 当 双方 都 采取 最 优 策略 时 ， 谁 会 获 


胜 ? 题目 保证 aa ,ak 中 一 定 有 1. 


ERER 
e 1&7 < 1000000 
e 1<k<100 
e 1<x, a;< 10000 








Kva 
人 WW 


"I 
一 一 
《nm e 
oy 
J 
~ 


= (l, 3s 4} 


这 和 本 节 最 初 介绍 的 硬币 问题 1 类 似 ， 只 不 过 那 道 题 中 只 有 一 堆 硬 币 ， 而 本 题 中 有 7 扒 。 如 果 依然 
用 动态 规划 算法 的 话 ， 状 态 数 将 高 达 O(x1xx2x…xx;)。 


在 此 ,为 了 高 效 地 求解 该 问题 , 给 大 家 介绍 一 下 Grundy 值 这 一 重要 概念 。 利 用 它 , 不 光 是 这 个 游 
戏 ， 其 他 许多 游戏 都 可 以 转 成 前 面 所 介绍 的 Nim。 


让 我 们 再 来 考虑 一 下 只 有 一 堆 硬 币 的 情况 。 硬 币 枚 数 x 所 对 应 的 Grundy 值 的 计算 方法 如 下 。 


int grundy (int x) { 
集合 Š = (j); 
Hor 4 Ee ¿xa D £ 
if (a_j <= x) 将 grundy (x - a_j) 加 到 S 中 
) 
return 最 小 的 不 属于 S 的 非 负 整数 
) 


也 就 是 说 , 当前 状态 的 Grundy 值 就 是 除 任意 一 步 所 能 转移 到 的 状态 的 Grundy 值 以 外 的 最 小 非 负 整 
数 。 这 样 的 Grundy 值 ， 和 Nim 中 的 一 个 石子 堆 类 似 ， 有 如 下 性 质 。 


m Nim 中 有 x 颗 石子 的 石子 堆 ， 能 够 转移 成 有 0, 1,…, x-1 颗 石子 的 石子 堆 
m 从 Grundy 值 为 x 的 状态 出 发 ， 可 以 转移 到 Grundy 值 为 0, 1…, x-1 的 状态 
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只 不 过 ,与 Nim 不 同 的 是 ,转移 后 的 Grundy 值 也 有 可 能 增加 。 不 过 ， 对 手 总 能 够 选取 合适 的 策略 
再 转移 回 相 同 Grundy 值 的 状态 ， 所 以 对 胜 负 没 有 影响 "。 另 外 ， 上 面 的 程序 是 用 单纯 的 递归 函数 
实现 的 ， 改 成 动态 规划 或 记忆 化 搜索 之 后 ， 就 能 够 保证 求解 的 复杂 度 为 O(xh)。 


了 解 了 一 堆 硬 币 的 Grundy 值 的 计算 方法 之 后 ， 就 可 以 将 它 看 作 Nim 中 的 一 个 石子 堆 。Nim 中 我 们 
用 如 下 方法 判断 胜 负 。 


m 所 有 石子 堆 的 石子 数 x 的 XOR 


xı XOR x; XOR … XOR x, 
为 零 则 必 败 ， 否 则 必 胜 


Grundy 值 等 价 于 Nim 中 的 石子 数 ， 所 以 对 于 Grundy 值 的 情况 ， 有 
m 所 有 硬币 堆 的 Grundy 值 的 XOR 


grundy(x1) XOR grundy(x;) XOR … XOR grundy(x,) 
ARULA, FN AE 


不 光 是 这 个 游戏 , 在 许多 游戏 中 ,都 可 以 根据 “当前 状态 的 Grundy 值 等 于 除 任意 一 步 所 能 转移 到 
的 状态 的 Grundy 值 以 外 的 最 小 非 负 整数 ”这 一 性 质 ， 来 计算 Grundy 值 ， 再 根据 XOR 来 判断 胜 负 。 


// 输入 
int N, K, X[MAX_N], A[MAX_K]; 


// 利用 动态 规划 计算 grundy 值 的 数组 
int grundy [MAX XxX + 1]; 


void solve() { 
// 轮 到 自己 时 剩 0 枚 则 必 败 
grundy[0] = 0; 


// 计算 grundy 值 
int max_x = *max_element(X, X + N); 
for (int j = 1; j <= max_x; j++) ( 
set<int> s; 
for (int š = D; is K; 3423. Ç 
if (A[i] <= j) s.insert(grundy[j - A[i]]); 
) 


int g = 0; 
while (s.count(g) != 0) g++; 
grundy[j] = g; 


@ 但 是 ， 对 于 状态 可 能 有 循环 时 ， 需 要 注意 不 分 胜 负 、 达 成 平局 ( 游戏 不 会 结束 ) 的 情况 。 因 为 在 这 个 游戏 中 ， 石 子 数 
始终 是 减少 的 ， 所 以 不 会 发 生平 局 。 





Fa 
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// 判断 胜 负 
int x aD 
for (int i = 07 # < Ny i+) x = grundy ltil 


if (x != 0) puts("Alice"); 


else puts ("Bob"); 
} 


2. Cutting Game 


Cutting Game (POJ 2311) 
两 个 人 在 玩 如 下 游戏 。 
准备 一 张 分 成 wxh 的 格子 的 长 方形 纸张 ， 两 人 轮流 切割 纸张 。 要 沿 着 格子 的 边界 切割 ， 水 
平 或 者 重 直 地 将 纸张 切 成 两 部 分 。 切割 了 n 次 之 后 就 得 到 了 ntl 张 纸 , 每 次 都 选择 切 得 的 菜 
一 张 纸 再 进行 切割 。 首 先 切 出 只 有 一 个 格子 的 纸张 ( 1x1 的 各 自 组 成 的 纸张 ) 的 一 方 获胜 。 
当 双 方 都 采取 最 优 策略 时 ， 先 手 是 必 胜 ? 还 是 必 败 ? 


HAHH HHH EHH 


例子 


ARERI 
e 2< w, h<200 
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输出 


WIN 


. 前 面 的 硬币 问题 2 中 , 有 n 堆 硬币 , 我 们 求 出 每 堆 硬币 的 Grundy 值 , 再 根据 它们 XOR 后 的 值 判断 胜 
负 。 男 一 方面 ， 这 个 游戏 中 ,初始 只 有 一 张 纸 ， 纸 张 的 数量 随 着 切割 增加 。 这 样 会 发 生 分 割 的 游 
戏 ， 也 能 够 计算 Grundy 值 。 


当 wxh 的 纸张 分 成 两 张 时 ,假设 所 分 得 的 纸张 的 Grundy 值 分 别 为 @1/ 和 g,， 则 这 两 张 纸 对 应 的 状态 
的 Grundy 值 可 以 表示 为 @, XOR g; 


在 Nim 中 ， 不论 有 几 堆 石子 ， 初始 状态 是 怎样 的 ， 只 要 XOR 的 结果 相同 ， 那 么 对 胜 负 是 没有 影响 
的 。 这 里 也 是 同样 的 ， 只 要 Grundy 值 相同 ， 即 便 发 生 分 割 ， 只 要 对 分 割 后 的 各 部 分 取 XOR， 就 可 
以 用 这 一 个 Grundy 值 来 代表 几 个 游戏 复合 而 成 的 状态 ，Grundy 值 也 可 以 同样 计算 。” 


了 解 了 会 发 生 分 割 的 游戏 的 处 理 方法 之 后 , 只 要 像 之 前 的 问题 一 样 , 枚 举 所 有 一 步 能 转移 到 的 状 
态 的 Grundy 值 ， 就 能 够 计算 Grundy 值 了 。 


另外 ,切割 纸张 时 ,一 旦 切割 出 了 长 或 宽 为 1 的 纸张 ， 下 一 步 就 一 定 能 够 切割 出 1x1 的 纸张 ,所 以 
可 以 知道 此 时 必 败 。 因 此 ， 切 割 纸张 时 ， 总 要 保证 长 和 宽 至 少 为 2 ( 无论 如 何 都 不 能 保证 时 ， 就 
是 必 败 态 。 此 时 根据 Grundy 值 的 定义 ， 不 需要 特别 处 理 其 Grundy 值 也 是 0 )。 


const int MAX_WH = 200; 


// ”记忆 化 搜索 所 用 的 数组 ,程序 开始 执行 时 全 部 初始 化 为 -1 
int mem[MAX_WH + 1] [MAX_WH + 1]; 


int grundy (int w, int h) { 
if (mem[w][h] != -1) return mem[w] [h]; 


set<int> s; 
for (int i = 2; w - i >= 2; i++) s.insert (grundy (i, h) ^ grundy(w-i, h)); 
for (int i = 2; h - i >= 2; i++) s.insert(grundy(w, i) ^ grundy(w, h-i)); 


int res = 0; 
while (s.count(res)) res++; 
return mem[w] [h] = res; 


void solve(int w, int h) ( 
if (grundy(w, h) != 0) puts("WIN"); 
else puts("LOSE"); 

) 


(Q 或 者 也 可 以 说 ， 这 是 因为 XOR 运 算 满足 结合 律 。 





sseeseesesesssesessseseseeseseesseesesseoesseesseseseseseseesoeessesesesesssessseesseeseseseeseseseeeesseseseesseeeseeeeseeesee 


*eoooo.............................................. 0... o... .................... 


"u Ë] Z E 48634 32524, T £ 03 2 4260 Lk $F, 还 有 各 种 各 样 的 相关 算法 。 在 此 ， 
我 们 主要 讨论 强 连通 分 量 分 解 和 最 近 公 共 祖 先 等 问题 。 


4.3.1 强 连通 分 量 分 解 


对 于 一 个 有 向 图 顶点 的 子 集 8， 如 果 在 $ 内 任 取 两 个 顶点 x 和 v， 都 能 找到 一 条 从 zx 到 v 的 路 径 ,那么 
就 称 S 是 强 连通 的 。 如果 在 强 连 通 的 顶点 集合 S 中 加 入 其 他 任意 顶点 集合 后 , 它 都 不 再 是 强 连通 的 ， 
那么 就 称 S 是 原 图 的 一 个 强 连 通 分 量 (SCC: Strongly Connected Component )。 任 意 有 向 图 都 可 以 
分 解 成 若干 不 相交 的 强 连通 分 量 , 这 就 是 强 连 通 分 量 分 解 。 把 分 解 后 的 强 连通 分 量 缩 成 一 个 顶点 ， 
就 得 到 了 一 个 DAG ( 有 向 无 环 图 )。 





虚线 包围 的 部 分 构成 一 个 强 连 通 分 量 


强 连通 分 量 分 解 可 以 通过 两 次 简单 的 DFS 实 现 。 第 一 次 DFS 时 ， 选 取 任 意 顶 点 作为 起 点 ,遍历 所 
有 尚未 访问 过 的 项 点， 并 在 回溯 前 给 顶点 标号 ( post order, Jill]; )。 对 剩余 的 未 访问 过 的 项 
点 ,不 断 重复 上 述 过 程 。 


完成 标号 后 ， 越 接近 图 的 尾部 ( 搜索 树 的 叶子 )， 顶 点 的 标号 越 小 。 第 二 次 DFS 时 ， 先 将 所 有 边 
反 向 ， 然 后 以 标号 最 大 的 顶点 为 起 点 进行 DFS。 这 样 DFS 所 遍历 的 顶点 集合 就 构成 了 一 个 强 连通 
分 量 。 之 后 ， 只 要 还 有 尚未 访问 的 顶点 ， 就 从 中 选取 标号 最 大 的 顶点 不 断 重复 上 述 过 程 。 
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正如 前 文 所 述 , 我 们 可 以 将 强 连通 分 量 缩 点 并 得 到 DAG。 此 时 可 以 发 现 , 标号 最 大 的 节点 就 属于 
DAG 头 部 ( 搜索 树 的 根 ) 的 强 连通 分 量 。 因此, 将 边 反 向 后 ,就 不 能 沿边 访问 到 这 个 强 连通 分 量 
以 外 的 项 点。 而 对 于 强 连通 分 量 内 的 其 他 顶点 ， 其 可 达 性 不 受 边 反 向 的 影响 ,因此 在 第 二 次 DFS 
时 ,我 们 可 以 遍历 一 个 强 连通 分 量 里 的 所 有 顶点 。 





边 反 向 后 ， 从 8、9、10 号 项 点 只 能 到 达 其 头 部 方向 的 顶点 11 和 12 
该 算法 只 进行 了 两 次 DFS， 因 而 总 的 复杂 度 是 O(|VI+E|)。 


int V; // 顶点 数 


vector<int> G[MAX_V]; // 图 的 邻接 表 表 示 
Vector<int> rG[MAX_V]; // 把 边 反 向 后 的 图 
vector<int> vs; // 后 序 遍 历 顺 序 的 顶点 列表 
bool used[MAX_V]; // 访问 标记 


int cmp[MAX_V]; // 所 属 强 连 通 分 量 的 拓扑 序 
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R 


void add_edge(int from, int to) { 
G[from] .push_back (to); 
rG[to] .push_back (from); 

$ 


void dfs(int v) { 
used[v] = true; 
for (int i = 0; i < G[v].size(); i++) ( 
if (!used[G[v][i]]) dfs(G[v][i]); 
) 


vs.push_back (v); 


) 


void rdfs(int v, int k) ( 


used[v] = true; 
cmp[v] = k; 
for (int i = 0; i < rG[v].size(); i++) ( 


if (!used[rG[v][i]]) rdfs(rG[v][i], k); 
) 
) 


int sce() { 
memset (used, 0, sizeof(used)); 
vs.clear(); 
for (int v = 0; v < V; V++) { 
if (!used[v]) dfs(v); 
) 


memset (used, 0, sizeof(used)); 


int k = Ü 

for (int i = 98S.sSizge() = l; i >= 0; 1=-y £ 
if (!used[vs[i]]) rdfs(vs[i], Kk++); 

) 

return k; 


Popular Cows (POJ No.2186) 


每 头 牛 都 想 成 为 牛 群 中 的 红 人 。 给 定 W 头 牛 的 牛 群 和 M 个 有 序 对 (4, B). (4, B) 表 示 牛 A 认 
为 牛 B 是 红 人 。 该 关系 具有 传递 性 ， 所 以 如 果 牛 A 认为 牛 B 是 红 人 , 牛 B 认 为 牛 C 是 红 人 ， 
那么 牛 A 也 认为 牛 C 是 红 人 ,不 过 ,给 定 的 有 序 对 中 可 能 包含 (4, B) 和 (B,C), 但 不 包含 (4, C)。 


求 被 其 他 所 有 牛 认为 是 红 人 的 牛 的 总 数 。 


ERER 

e 1 <N < 10000 
e 1 < M < 50000 
。1 <4.8 <N 
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(A, B) = {(1; 2), (2, 1), (2, 3)} 


输出 


1 (3 号 牛 ) 


考虑 以 牛 为 顶点 的 有 向 图 ， 对 每 个 有 序 对 (4, B) 连 一 条 从 4 到 8 的 有 向 边 。 那 么 ， 被 其 他 所 有 牛 认 
为 是 红 人 的 牛 对 应 的 顶点 , 也 就 是 从 其 他 所 有 顶点 都 可 达 的 顶点 。 虽然 这 可 以 通过 从 每 个 顶点 出 
发 搜索 求 得 ,但 总 的 复杂 度 却 是 O(NM)， 是 不 可 行 的 ， 必 须要 考虑 更 为 高 效 的 算法 。 


假设 有 两 头 牛 A 和 了 B 都 被 其 他 所 有 牛 认为 是 红 人 。 那么 显然 , A 被 B 认 为 是 红 人 , B 也 被 A 认为 是 红 
人 ， 即 存在 一 个 包含 A、B 两 个 顶点 的 圈 ， 或 者 说 ，A、B 同 属于 一 个 强 连通 分 量 。 反 之 ， 如 果 一 
头 牛 被 其 他 所 有 牛 认为 是 红 人 ， 那 么 其 所 属 的 强 连通 分 量 内 的 所 有 牛 都 被 其 他 所 有 牛 认为 是 红 
人 。 由 此 , 我 们 把 图 进行 强 连通 分 量 分 解 后 , 至 多 有 一 个 强 连 通 分 量 满足 题目 的 条 件 。 而 按 前 面 
介绍 的 算法 进行 强 连通 分 量 分 解 时 , 我 们 还 能 够 得 到 各 个 强 连通 分 量 拓扑 排序 后 的 顺序 ,唯一 可 
能 成 为 解 的 只 有 拓扑 序 最 后 的 强 连通 分 量 。 所 以 在 最 后 , 我 们 只 要 检查 这 个 强 连通 分 量 是 否 从 所 
有 顶点 可 达 就 好 了 。 该 算法 的 复杂 度 为 OONHAM)， 足 以 在 时 限 内 解决 原 题 。 


// 输入 
iae N M; 
int A[MAX_M], B[MAX_M]; 


void solve() ( 
V = N; 
fòr (Got ¿= D> š < M; itt) (í 
add_edge(A[i] - 1, B[i] - 1); 
} 


int ñ = scel); 


// 统计 备 选 解 的 个 数 
int u = 0, num = 0; 
for (int Ve O; v < V; Vt) 4 
if (cmp[v] == n - 1) ( 
ü =y; 
num++; 
) 
) 


// 检查 是 否 从 所 有 点 可 达 
memset (used, 0, sizeof(used)); 


rdfs(u, 0); // 重用 强 连通 分 量 分 解 的 代码 
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for (int v = 0; v < V; v++) { 
if (!used[v]) ( 
// 从 该 点 不 可 达 


printf("%d\n", num); 
J 


4.3.2 2-SAT 


给 定 一 个 布尔 方程 ， 判 断 是 否 存在 一 组 布尔 变量 的 真 值 指派 使 整个 方程 为 真 的 问题 ， 被 称 为 布 
尔 方程 的 可 满足 性 问题 ( SAT )。SAT 问 题 是 NP 完全 的 , 但 对 于 满足 一 定 限制 条 件 的 SAT 问 题 , 还 
是 能 够 有 效 求解 的 。 我 们 将 下 面 这 种 布尔 方程 称 为 合 取 范式 。 


(aV bV ACV dV AA 


其 中 a, b,… 称 为 文字 ， 它 是 一 个 布尔 变量 或 其 否定 。 像 (aV bV ..) 这 样 用 V 连接 的 部 分 称 为 子 句 。 
如 果 合 取 范 式 的 每 个 子 句 中 的 文字 个 数 都 不 超过 两 个 ， 那么 对 应 的 SAT 问 题 又 称 为 2-SAT 问 题 。 


m 2-SAT 布 尔 公式 的 例子 

m (av b)A =a 令 a 为 假 而 b 为 真 ， 则 可 以 满足 

m (av ”mb)A (bv c)A Cey na) 令 q 和 2b 为 真 而 c 为 假 ， 则 可 以 满足 

m (av b)A (av ”DA (av b)A (cav xb) 无 法 满足 
利用 强 连 通 分 量 分 解 ， 可 以 在 布尔 公式 子 句 数 的 线性 时 间 内 解决 2-SAT 问 题 。 首 先 ， 利 用 坊 ( 2 
涵 ) 将 每 个 子 句 (aV 人 改写 成 等 价 形式 (-a 汪 2 人 -2 一 q)。 这 样 原 布尔 公式 就 变 成 了 把 oa 一 b 形 式 的 
布尔 公式 用 人 连接 起 来 的 形式 。 对 每 个 布尔 变量 x， 构造 两 个 顶点 分 别 代 表 x 和 x， 以 导 关 系 为 边 


建立 有 向 图 。 此 时 ， 如果 图 上 的 a 点 能 够 到 达 b 点 的 话 ， 就 表示 当 a 为 真 时 b 也 一 定 为 真 。 因此， 该 
图 中 同一 个 强 连通 分 量 中 所 含 的 所 有 文字 的 布尔 值 均 相 同 。 


如 果 存 在 某 个 布尔 变量 x, x 和 -x 均 在 同一 个 强 连通 分 量 中 , 则 显然 无 法 令 整 个 布尔 公式 的 值 为 真 。 
反之 ， 如 果 不 存在 这 样 的 布尔 变量 ,那么 对 于 每 个 布尔 变量 x， 让 


x 所 在 的 强 连通 分 量 的 拓扑 序 在 -所 在 的 强 连通 分 量 之 后 € x 2) Je 
就 是 使 得 该 公式 的 值 为 真 的 一 组 合适 的 布尔 变量 赋值 。 
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oh: 


(aVmb) 人 A(bVc)A 人 (ncV=a) 所 对 应 的 图 





int main() { 
// 布尔 公式 为 (av ab)A (bv c)A (acy ~na) t} 
// 构造 6 个 顶点 ， 分 别 对 应 a、b、c、=na、-b、nc。 
V = 6; 


// av 2b 转 成 aa>-b 八 b>a 

add_edge(3, 4); // 从 -a 连 一 条 到 -b 的 边 
add_edge(1, 0); // 从 b 连 一 条 到 a 的 边 
// bv c 转 成 "b 二 c 人 -mc=b 

add_edge(4, 2); // 从 -b 连 一 条 到 c 的 边 
add_edge(5, 1); // 从 7c 连 一 条 到 b 的 边 
// -CV 2a 转 成 c3-a 八 a 一 c 
add_edge(2, 3); // 从 c 连 一 条 到 -a 的 边 
add_edge(0, 5); // 从 a 连 一 条 到 -c 的 边 


// 进行 强 连通 分 量 分 解 


scc(); 


// 判断 是 否 x 和 -x 在 不 同 的 强 连通 分 量 中 
for Gat š soa X < 3; 32) f 
if (cCmp[i] == cmp[3 + iJ) { 
printf ("NO"); 
return 0; 
} 
} 


// 如 果 可 满足 ， 则 给 出 一 组 解 
printf("YESNn"); 
for (int $£ = Q; I < 3; i++) l 
if (cmp[i] > cmp[3 + i]) ( 
printf ("true\n"); 
} else { 
printf ("false\n"); 
J 
i; 


return 0; 





Priest John’s Busiest Day (POJ No.3683 ) 


约翰 是 街区 里 唯一 的 神父 。 假 设 有 NN 对 新 人 打算 在 同一 天 举行 结婚 仪式 。 第 i 对 新 人 的 结婚 
仪式 的 时 间 为 8 到 四， 在 其 仪式 开始 时 或 是 结束 时 需要 进行 一 个 用 时 万 ;的 特别 仪式 (也 就 
是 从 5; 到 S+Di; 或 是 从 TD; 到 T;)， 该 特别 仪式 需要 神父 在 场 。 请 判断 是 否 可 以 通过 合理 安 
排 每 个 特别 仪式 在 开始 还 是 结束 时 进行 ,从 而 保证 神父 能 够 出 席 所 有 的 特别 仪式 。 如 果 可 能 
的 话 ， 请 输出 出 席 各 个 特别 仪式 的 时 间 。 当 然 ， 神 父 不 可 能 同时 出 席 多 个 特别 仪式 。 不 过 和 神 
父 前 往 仪式 的 途中 所 花费 的 时 间 可 以 忽略 不 计 , 神父 可 以 在 出 席 完 一 个 特别 仪 后 ,立刻 出 席 
另 一 个 开始 时 间 与 其 结束 时 间 相 等 的 特别 仪式 。 


站 限制 条 件 
e ISN<1000 


D 


输入 
N= 2 
(8, T, D) = (08:00, 09:00, 30), (08:15; 09:00 20)3 








输出 
YES 
08:00 08:30 
08:40 09:00 





对 于 每 个 结婚 仪式 :1， 只 有 在 开始 或 结束 时 进行 特别 仪式 两 种 选择 。 因 此 可 以 定义 变量 x; 
Xx 为 真 合 在 开始 时 进行 特别 仪式 


这 样 ， 对 于 结婚 仪式 和， 如 果 S~Si+Dj 和 Sj~Sj+D; 冲 突 ， 就 有 -xiV -wj 为 真 。 对 于 开始 和 结束 、 结 
束 和 开始 、 结 束 和 结束 等 三 种 情况 ,也 可 以 得 到 类 似 的 条 件 。 于 是 ， 要 保证 所 有 特别 仪式 的 时 间 
不 冲突 , 只 要 考虑 将 这 所 有 的 子 句 用 人 连接 起 来 所 得 到 的 布尔 公式 就 好 了 。 例如, 对 于 输入 样 例 ， 
可 以 的 到 布尔 公式 


(x V 2x2) À (xi V —x) A (xi V x>) 


而 当 xi 为 真 而 z 为 假 时 ， 其 值 为 真 。 这 样 ， 我 们 就 把 原 问题 转 为 了 2-SAT 问 题 。 接 下 来 只 要 进行 强 
连通 分 量 分 解 并 判断 是 否 有 使 得 布尔 公式 值 为 真 的 一 组 布尔 变量 赋值 就 好 了 。 
// 输入 


int N; 
int S[MAX_N], T[MAX_N], DI[MAX_N]; // S 和 T 是 换算 成 分 钟 后 的 时 间 


4.3 


void solve() { 
// 0~N-1: x_i 
// N-2N-1: -x_i 
V = W * 23 
for lint i = 0s j 2 N; i++} 4 
for (int J = 0; j < š; J++) < 


) 
) 


if (min(S[i] + D[i], S[j] + D[j]) > max(S[i], S[j])) 
Vi i 
add_edge(i, N + j); 
add_edge(j, N + i); 
j. 
if (min(S[i] + D[i], T[j]) > max(S[i], T[j] - D[j])) 
// x_iƏx_j. -x_ jn"x_i 
add_edge(i, j); 
add_edge(N + j, N + i); 
) 
i£ (min(T[Til, SŠSI3] + DIJI) > maxttiil = Diil. 8[j])) 
// "-x_i=—_x_j., x_j=x_i 
add_edge(N + i, N + j); 
add_edge(j, i); 
) 
这 
// -x_i3x_j、 x_jƏ?x_i 
add_edge (N + i, j); 
add_edge (N + j, i); 
) 


scc(); 


// 判断 是 否 可 满足 
for (int i = Op 1 < N; ist) ( 
if (cmp[i] == cmp[N + i]) ( 


) 
) 


DElSEFEF O NONNDE) 3? 
return; 


// 如 果 可 满足 ， 则 给 出 一 组 解 

printf ("YES\n"); 

tör (ijt š = O; 3 < N; irt) { 
if (cmp[i] > cmp[N + i]) ( 


// xX_i 为 真 ， 即 在 结婚 仪式 开始 时 举行 
printf ("%02d:%02d %02d:%02d\n", S[i] / 60, S[i] % 60, 
(S[i] + D[i]) % 60); 


) else { 


// x_i 为 假 ， 即 在 结婚 仪式 结束 时 举行 
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(S[i] + D[i]) / 60, 


printf ("%02d:%02d %02d:%02d\n", (T[i] - D[i]) / 60, (T[i] - D[i]) % 60, 


TI Z 60, THI $ 60): 
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4.3.3 LCA 


在 有 根 树 中 ， 两 个 节点 u 和 v 的 公共 祖先 中 距离 最 近 的 那个 被 称 为 最 近 公 共 祖 先 (LCA, Lowest 
Common Ancestor)。 用 于 高 效 计算 LCA 的 算法 有 许多 ， 在 此 我 们 介绍 其 中 的 两 种 。 在 下 文中 , 我 
们 都 假设 节点 数 为 n。 


LCA 的 例子 (4 和 7 的 LCA 为 2，8 和 6 的 LCA 为 1，5 和 8 的 LCA 为 5) 
1. 基于 二 分 搜索 的 算法 
记 节 点 v 到 根 的 深度 为 depth(v)。 那 么 ， 如 果 节 点 w 是 wu 和 v 的 公共 祖先 的 话 ， 让 wu 向 上 走 
depth(w)-depth(w) 步 ， 让 v 向 上 走 depth(v)-depth(w) 步 ， 就 都 将 走 到 w。 因 此 ， 首 先 让 w 和 v 中 较 深 的 


一 方向 上 走 |depth(o)-depth(vjl 步 ， 再 一 起 一 步 步 向 上 走 ， 直 到 走 到 同一 个 节点 ， 就 可 以 在 
O(depth(z)+depth(v)) 时 间 内 求 出 LCA。 





// 输入 
Vector<int> G[MAX_V]; // 图 的 邻接 表 表 示 
int root; // 根 节点 的 编号 


int parent [MAX_V]; // 父亲 节点 ( 根 节点 的 父亲 记 为 -1 ) 
int depth[MAX_V]; // 节点 的 深度 


void dfs(int Yy ite p: ine d) { 


parent[v] = p; 
depth[v] = d; 
for (int i = 0} i < G[v].Sizel(); i++) { 
if (Giy] [li] !Ü= p) dfs[(G[v] [š], v, € + 1); 
} 
} 
// 预 处 理 


void init() { 
// 预 处 理 出 parent 和 depth 
dfs (roots —, 0); 

) 


// 计算 u 和 v 的 LCR 
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int leat(int ds ine w) f 
// 让 u 和 v 向 上 走 到 同一 深度 
while (depth[u] > depth[v]) u 
while (depth[v] > depth[u]) v 
// 让 u 和 v 向 上 走 到 同一 节点 
while (u != v) (í 
u = parent[u]; 
v = parent[v]; 
} 
return u; 


) 


parent [u]; 
parent[v]; 


节点 的 最 大 深度 是 O(n)， 所 以 该 算法 的 复杂 度 也 是 O(n)。 如 果 只 需 计算 一 次 LCA 的 话 ， 这 便 足够 
了 。 但 如 果 要 计算 多 对 节点 的 LCA 的 话 如 何 是 好 呢 ?” 刚 才 的 算法 , 通过 不 断 向 上 走 到 同一 节点 来 
计算 w 和 v 的 LCA。 这里， 到达 了 同一 节点 后 ,不 论 再 怎么 向 上 走 ， 到 达 的 显然 还 是 同一 节点 。 利 
用 这 一 点 , 我 们 能 够 利用 二 分 搜索 求 出 到 达 共 同 祖先 所 需 的 最 少 步 数 吗 ? 事实 上 ,只 要 利用 如 下 
预 处 理 ， 就 可 以 实现 二 分 搜索 。 


首先 ， 对 于 任意 项 点 v, 利用 其 父亲 节点 信息 ， 可 以 通过 parent2[v]=parent[parent[v]] 得 到 其 向 上 走 
两 步 所 到 的 顶点 。 再 利用 这 一 信息 ， 又 可 以 通过 parent4[v]=parent2[parent2[v]] 得 到 其 向 上 走 四 步 
所 到 的 顶点 。 依 此 类 推 ， 就 能 够 得 到 其 向 上 走 2 步 所 到 的 顶点 parent[ 四 [v]。 有 了 人 =floorllog nA 
的 所 有 信息 后 ,就 可 以 二 分 搜索 了 ,每 次 的 复杂 度 是 O(log n)。 另 外 ， 预 处 理 parent[k][v] 的 复杂 度 
是 O(nlog n). 

// 输入 


vector<int> G[MAX_V]; // 图 的 邻接 表 表 示 
int root; // 根 节点 的 编号 


int parent [MAX_LOG_V] [MAX_V]; // 向 上 走 2^k 步 所 到 的 节点 ( 超过 根 时 记 为 -1 ) 
int depth[MAX_V]; // 节点 的 深度 


vöid dfs(int v, int p, nt aj í 
parent [0] [v] = p; 
depth[v] = d; 


for (int i = Os 4 < GD71 stze(yy ise] { 
if (G[v][i] != p) dfs(G[v] [i], v, d + 1); 
} 
$ 
// 预 处 理 


void init(int V) { 
// 预 处 理 出 parent [0] 和 depth 
OOkE =le Ú) 
// 预 处 理 出 parent 
for (int k = 0; k + 1 < MAX_LOG V; k++) { 
forf lint v= Ü; Y< V; w$) Í 
if (parent[k][v] < 0) parent[k + 1][v] = -1; 
else parent[k + 1][v] = parent[k][parent[k][v]]; 
} 


// 计算 u 和 v 的 LCR 
ing Icx(int ú, ine vh í 
// 让 u 和 v 向 上 走 到 同一 深度 
if (depth[u] > depth[v]) swap(u, v); 
for (int k = 0; k < MAX_LOG_V; k++) { 
if ((depth[v] - depth[u]) >> k & 1) { 
v = parent[k] [v]; 
} 
] 


if (u == v) return u; 

// 利用 二 分 搜索 计算 LCR 

for (int k = MAX_LOG_V - 1; k >= 0; k--) ( 
if (parent[k] [u] != parent[k][v]) { 


u = parent[k] [u]; 
v = parent[k] [v]; 
} 
} 
return parent[0] [u]; 


) 


像 这 样 ， 预 处 理 出 2 的 表 的 技巧 ， 在 计算 LCA 之 外 也 很 有 用 ， 相 关 的 问题 也 经 常 出 现在 程序 设计 
竞赛 当中 。 对 此 ， 下 一 节 中 还 会 介绍 其 他 例子 。 


2. 基于 RMQ 的 算法 


对 于 涉及 有 根 树 的 问题 ， 将 树 转 为 从 根 DFS 标 号 后 得 到 的 序列 处 理 的 技巧 常常 十 分 有 效 。 对 于 
LCA， 利 用 该 技巧 也 能 够 高 效 地 计算 。 首 先 ， 按 从 根 DFS 访 问 的 顺序 得 到 顶点 序列 vs 丰 和 对 应 的 
深度 depth[i]。 对 于 每 个 顶点 v， 记 其 在 vs 中 首次 出 现 的 下 标 为 id[v]。 


i |o|i|2|]s|4]s|e|7|s| | |u|a2| s| 
we |i|2| 42 s|7|s| | |o 2] | | s| |: 





| deph o| i|21:i1213 2 3 2liloli P|: 15 


papa 2 s ans | 
Bai ol i |al21 4 I [221512 
样 例 对 应 的 标号 


这 些 都 可 以 在 O(n) 时 间 内 求 得 。 而 LCA(wu,v) 就 是 访问 wu 之 后 到 访问 vy 之 前 所 经 过 顶点 中 离 根 最 近 的 
那个 ,假设 id[u]<id[v]， 那 么 有 


LCA(u,v)=vs[id[u] < i< id[v] F +-depth(i) k) 6 i] 
而 这 可 以 利用 RMQ 高 效 地 求 得 。 
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// 输入 
Vector<int> G[MAX_V]; // 图 的 邻接 表 表 示 
int root 
int vs[MAX_V * 2 - 1]; // DFS 访 问 的 顺序 
int depth[MAX_V * 2 - 1]; // 节点 的 深度 
int id[MAX_V]; // 各 个 顶点 在 vs 中 首次 出 现 的 下 标 
void dfs(int v, int p, int d, int &k) { 
idiv] = k; 
vs[k] = v; 
depth[k++] = d; 
for (int i = O; i < GD9] Size(); i++) { 
i£ (G[v][i] != p) ( 
dfs (G[v] [i], v, d + 1, k); 
vs[k] = v; 


depth[k++] = d; 
} 
} 
) 


// 预 处 理 
void inittint W) ( 
// 预 处 理 出 vs、depth 和 ida 
int k = 0; 
atsíröoot; =l, 0r. k); 
// 预 处 理 出 RMQ (返回 的 不 是 最 小 值 ， 而 是 最 小 值 对 应 的 下 标 ) 
rmq _init(depth, V * 2 - 1); 
) 


// 计算 u 和 v 的 LCR 
int lea(int u, int v) { 
return vs [query (min (id[u], id[v]), max(id[u], id[v]) + 1)]; 


} 


Housewife Wind (POJ No.2763) 


x X 村 里 有 nn 个 小 屋 ， 小 屋 之 间 有 双向 可 达 的 道路 相连 ， 所 构成 的 图 是 一 棵 树 。 通 过 连接 a; 
号 小 屋 和 bb; 号 小 屋 的 道路 i 需要 花费 wi 的 时 间 。 你 一 开始 在 s 号 小 屋 。 请 处 理 以 下 q 个 查询 。 


A: 输出 从 当前 位 置 移动 到 节点 x 所 需 的 时 间 。 B: 将 通过 道路 x 所 需 的 时 间 改 为 1。 


ARERI 

e 1 <n< 100000 
e 0<q<100000 
。 <a; b;< n 


e 1] <w,< 10000 
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输入 

n = 3 

q=3 

8 = 1 

(à, Db, w =s tO, 2, Da (2 2, 2)) 


输出 


从 1 移动 到 2 
从 2 移动 到 3 


虽然 直接 DFS 也 可 以 求 出 树 上 两 点 之 间 的 距离 ， 但 是 这 对 于 每 个 A 类 型 的 查询 ， 都 要 花费 O(n) 的 
时 间 ， 实 在 太 慢 了 。 必 须 利 用 树 的 特性 ， 得 到 更 为 高 效 的 算法 。 为 了 高 效 地 处 理 A 类 型 的 查询 ， 
可 以 利用 二 分 搜索 版 LCA 算 法 中 介绍 的 技巧 , 记录 下 从 每 个 顶点 向 上 走 2 和 步 的 总 长 度 。 这 样 一 来 ， 
在 O(log n) 地 计算 LCA 的 同时 ， 也 可 以 同样 O(log n) 地 求 出 到 LCA 的 距离 ， 因 此 处 理 A 类 型 查询 的 
复杂 度 为 O(log n)。 但 是 ， 这 个 方法 对 于 B 类 型 的 查询 却 无 法 高 效 地 处 理 。 


因此 ， 让 我 们 先 考虑 一 下 图 是 链 状 时 这 一 简单 的 情况 。 假 设 ;和 和 和 计 1 两 点 之 间 的 边 的 长 度 为 w， 则 
两 点 u 和 v(u<v) 之 间 的 距离 为 


Sw 
只 要 用 BIT， 不 论 是 A 类 型 的 查询 还 是 B 类 型 的 查询 ， 都 能 够 在 O(log nit ANA, 
话 , 能 否 像 链 状 时 那样 ,进行 类 似 的 处 理 呢 ”考虑 利用 RMQ 计 算 LCA 时 所 用 的 , 按 DFS 访 问 的 顺 


序 排列 的 顶点 序列 。 这 样 ,wu 和 v 之 间 的 路 径 , 就 是 在 序列 中 w 和 v 之 间 的 所 有 边 减 去 往返 重复 的 部 
分 得 到 的 结果 。 
o 


OG 
+ 


将 树 转 为 序列 
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于 是 ， 只 要 令 边 的 权重 沿 叶子 方向 为 正 ， 沿 根 方向 为 负 , 那么 往返 重复 的 部 分 就 自然 抵消 了 ,于 
是 有 


(zy 之 间 的 距离 )=( 从 ZLC4(oy) 到 zx 的 边 的 权重 和 )+( 从 EC4(x) 到 v 的 边 的 权重 和 ) 


同 链 状 的 情况 一 样 ,利用 BIT 的 话 ,计算 权重 和 和 更 新 边 权 都 可 以 在 O(log n) 时 间 内 办 到 ,而 LCA 
也 能 够 在 O(log n) 时 间 内 求 得 。 

struct edge { int id, to, cost; }; 

int fs G; S; 

int a[MAX_V - 1], D[MAX_V - 1], w[MAX_V - 1]; 

int type[MAX_Q]; // 0: R 类 型 ，1: B 类 型 

int x[MAX_Q], t[MAX_Q]; 


vector<edge> G[MAX_V]; // 图 的 邻接 表 表 示 


int root; 

int vs[MAX_V * 2 - 1]; // DFS 访 问 的 顺序 

int depth[MAX_V * 2 - 1]; // 节点 的 深度 

int id[MAX_V]; // 各 个 顶点 在 vs 中 首次 出 现 的 下 标 


int es[(MAX_V - 1) * 2];  // 边 的 下 标 (i*2+( 叶 子 方向 :0, 根 方向 :1)) 


void dfs(int v, int p, int d, int &k) { 


id[v] = k; 
vs[k] = v; 
depth[k++] d; 


"Ñ H 


for (imt í 0; i < G[v].size(); i++) ( 
edge &e = G[v] [i]; 
i£ (eto t= p) í 
add(k, e.cost); 
eleaid * 2] w K: 
dfs (6. lor Vy d + L, Eg 
vs[k] = v; 
depth[k++] = d; 
add(k, -e.cost); 
es[e.id * 2 + 1] = k; 
) 
) 
) 


int stack_v[MAX_V + 10]; 
int stack_i[MAX_V + 10]; 


// 预 处 理 
void init(int V) { 
// 初始 化 BIT 
bitte S = (V = Py * 2; 
// 预 处 理 出 vs depth. idfes 
int k= 0; 
dfs (root, -1, 0, k); 
// 预 处 理 出 RMQ (返回 的 不 是 最 小 值 ， 而 是 最 小 值 对 应 的 下 标 ) 
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rmq_init(depth, V * 2 - 1); 
) 


`// 计算 u 和 v 的 LCR 
int Ica(inte ú, inë v} í 

return vs[query(min(id[u], id[v]), max(id[u], id[v]) + 1)]; 
) 


void solve() ( 
// 预 处 理 
root = n / 2; // 不 论 以 哪个 节点 为 根 都 没有 问题 
oj 
G[a[i] - 1].push back((edge){i, b[i] - 1, w[i])); 
G[b[i] - 1].push back((edge){i, a[i] - 1, w[i])); 
) 
init (m); 
// 处 理 查询 
int v =s - 1; // 当前 位 置 
for (Iit 2 s 0; 3 < Q: it+) f 
if (type[i] == 0) { 
// 从 当前 位 置 移动 到 x[i] 
int ü = I — 1; 
ing p = Lentv ul; 
// 利用 BIT 计 算 p 到 Vv 和 p 到 u 的 费用 之 和 ， 即 区 间 (id[p],id[v]] 和 (id[p],id[u]] 的 权重 和 
printf("%d\n", sum(id[v]) + sum(id[u]) - sum(id[p]) * 2); 
ye g 
} else { 
// 将 通过 道路 x[i] 的 权重 改 为 [i]。 
int k = x[3i] = 1; 
add(es[k * 2], t[i] - w[k]); 
add(es[k * 2 + 1], w[k] - t[i]); 
w[k] = t[i]; 
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seeseesseseseseesesssssesssesssssesessesssssessessseesesssssssssessessesessssssssssssessesessssesseeseoses 


4.4 常用 技巧 精 选 (二 ) 


人 和 


号 通 过 活用 栈 和 队列 等 简单 的 数据 结构 ， 可 以 巧妙 地 降低 一 些 算法 的 复杂 度 。 在 这 一 节 中 ， 将 会 
给 大 家 介绍 这 些 技 巧 。 


4.4.1 ” 栈 的 运用 


Largest Rectangle in a Histogram (POJ No.2559) 


柱状 图 是 由 一 些 宽度 相等 的 长 方形 下 端 对 齐 后 横向 排列 得 到 的 图 形 ,现在 有 由 nn 个 宽度 为 1， 
高 度 分 别 为 有 ,hy,…,hh 的 长 方形 从 左 到 右 依次 排列 组 成 的 柱状 图 。 问 里 面包 含 的 长 方形 的 最 
大 面积 是 多 少 

ARER 


e 1<n< 100000 
。 0<h,<10° 





= 
" H 
is 
N 
H 
心 
un 
= 
w 
w 
v 


样 例 对 应 的 答案 
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高 级 篇 


如 果 确 定 了 长 方形 的 左 端点 L 和 右 端 点 R*， 那 么 最 大 可 能 的 高 度 就 是 min{hiL<i<R}。 这 样 我 们 就 
得 到 了 一 个 O(n ) 的 算法 。 如 果 对 计算 区 间 最 小 值 进行 一 些 优化 ， 那 么 可 以 把 复杂 度 降 为 O(n”)。 
但 即使 这 样 , 仍然 无 法 在 规定 时 间 内 求 出 答案 。 那么 我 们 应 该 怎么 做 才能 更 加 高 效 地 求解 呢 ? 设 
面积 最 大 的 长 方形 的 左 端 是 L, AER, EEH WRH, 那么 左 端 点 就 可 以 更 新 为 L-1， 
从 而 可 以 得 到 更 大 的 长 方形 。 这 与 假设 矛盾 ， 因 此 h_1<H。 同 理 可 得 hnx<H， 并 且 高 度 H=min {hiL 
i<R}。 因 此 ， 我们 固定 可 以 给 出 这 样 的 的 ;并 进行 分 析 。 此 时 , 工 是 满足 思 1<h 的 最 大 的 j(< D. 
R 是 满足 <h 的 最 小 的 j(>i)。 我 们 把 这 两 个 值 分 别 表示 为 Li 和 R[。 则 


R[i]=( 六 并且 hh>h 的 最 小 的 ) 


如 果 能 求 出 ZL 和 R[]， 那 么 最 大 的 面积 就 是 max {hix(R[-ZL[i]I0<i<n}。L 和 R 可 以 使 用 栈 非常 高 
效 地 求解 。 我 们 先 考 虑 计算 L 的 情况 。 首 先 定义 一 个 栈 ， 并 且 将 它 初始 化 为 空 。 然 后 不 断 增 加 i 
的 值 ， 并 维护 这 个 栈 使 它 按照 下 面 的 顺序 存储 用 于 推算 后 面 的 ZL 值 的 元 素 。 


设 在 栈 里 的 元 素 从 上 到 下 的 值 为 5， 则 XiP>xrl 且 及 >h, 


EAL, He, MRR E Sh, MERRER ARAZ, WA, Æ 
h<h;， 则 Zi]=j+1。 然 后 把 压 入 栈 中。 例如 ， 对 于 样 例 输入 ,算法 按照 如 下 的 步 又 执行 。 


i=0 

L[0] = 0 

压 入 0 一 (0) 

i=1 

弹出 0 一 () (h[0]>=h[1]) 
ALI = 0 


弹出 3 一 (1, 2) (h[3]>=h[4]) 
弹出 2 一 (1) (h[2]>=h[4]) 
弹出 1 一 () (h[1]>=h[4]) 
L[4] = 0 

压 入 4 — (4) 


由 于 栈 的 压 人 和 弹出 操作 都 是 O(n) 次 ， 因 此 这 个 算法 的 复杂 度 为 O(n)。 对 于 R 也 可 以 用 同样 的 方 
法 计算 。 
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[rss 
对 于 样 例 的 L 和 R 


// 输入 
int m; 
int h[MAX_N]; 


int L[MAX_N], R[MAX_N]; 
int st[MAX_N]; // 栈 


void solve() ( 
// 计算 L 
int t= 0; // 栈 的 大 小 
Eor (int i = O; i < n; i++) { 
while (t > 0 && h[st[t - 1]] >= h[i]) t--; 


L[i] = t == 0? 0 : (st[t - 1] + 1); 
st[t++] = i; 

) 

// 计算 R 

t = O; 

for (inb i = m = 1p š >= 0; k=) { 
while (t > 0 && h[st[t - 1]] >= h[i]) t--; 
R[2] = t == 0 ? m + st[t = 1]? 
st[t++] = i; 

} 


long long res = 0; // 注意 防止 溢出 
for Gnt i = O; š$ < nr HA): 4 
res = max(res, (long long)h[i] * (R[i] - L[i])); 
j; 
printf ("%1ld\n", res); 


4.4.2 ” 双 端 队列 的 运用 


滑动 最 小 值 


给 定 一 个 长 度 为 hn 的 数列 aoai a, fo 4334 ko 求 数列 b=minía,a,i are (01 -有 。 


让 限制 条 件 
e 1<k<n=105 
e 0<a,<10° 
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这 个 问题 可 以 使 用 RMQ 在 O(n log 六 复杂 度 内 解决 。 但 是 ， 如 果 利 用 要 求 的 范围 大 小 总 是 一 定 的 
这 一 条 件 , 则 可 以 使 用 双 端 队列 《 Deque: 可 以 在 头 部 和 末尾 插入 和 删除 元 素 的 数据 结构 ) 在 O(n) 
时 间 内 解决 这 个 问题 。 


最 开始 时 双 端 队列 为 空 , 然后 不 断 维护 双 端 队列 使 它 按照 下 面 的 顺序 , 存储 用 于 计算 后 面 的 最 小 
值 的 a 的 元 素 的 下 标 。 


设 双 端 队 列 从 头 部 开始 的 元 素 的 值 为 x;， 则 xi<xr+1 且 au <a; ° 


首先 ， 为 了 计算 如 ， 把 0 到 且 1 依 次 加 入 队列 。 在 加 入 和 时 ， 当 双 端 队 列 的 末尾 的 值 /满足 w>w， 则 
不 断 取 出 。 直 到 双 端 队列 为 空 或 者 gj<ai 之 后 再 在 末尾 加 入 i。 


等 到 k-1 都 加 入 双 端 队列 了 之 后 ， 查 看 双 端 队列 头 部 的 值 )， 那 么 bo=a;。 如 果 庆 0， 由 于 在 之 后 的 
计算 中 都 不 会 再 用 到 了 ， 因 此 从 双 端 队 列 的 头 部 删 去 。 


接 下 来 ,为 了 计算 b;， 需要 在 双 端 队列 的 末尾 加 入 k。 不 断 加 入 元 素 ， 就 可 以 算出 后 面 的 5b 的 值 。 
由 于 双 端 队列 的 加 入 和 删除 都 进行 了 O(n) 次 ， 因 此 整个 算法 的 复杂 度 是 O(n)。” 


例如 ， 对 于 样 例 输入 ,算法 按照 如 下 的 步骤 执行 。 


加 入 0 一 {0} 

加 入 1 — (0, 1) 

加 入 2 — (0, l 2) 

b: 0: = &: 0) = 1 

删除 0 一 (1, 2) 

加 入 3 — (1, 3) (a,>=a,， 因 此 删除 2) 
DE = g 3: = 8 

删除 1 > (3) 

加 入 4 — (4) (a,>=a,， 因 此 删除 3 ) 
b: =a 4 = 2 


D 由 于 双 端 队列 中 的 元 素 始终 保持 单调 性 ， 因 此 这 个 数据 结构 也 被 称 作 单调 队列 。 一 一 译 者 注 
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// 输入 
int m, k; 
int a[MAX_N]; 


int b[MAX_N]; 
int deq[MAX_N]; // 双 端 队列 


void solve() { 
int sS=0, 七 =0; // 双 端 队列 的 头 部 和 末尾 


for (int i = 0; i < n; i++) { 
// 在 双 端 队列 的 末尾 加 入 ii 
while (s < t && a[deq[t - 1]] >= a[i]) t--; 
deq[t++] = i; 


if (Ü = kI 0) í 
b[i - k + 1] = a[deq[s]]; 


if (deq[s] == i - k + 1) ( 
// 从 双 端 队列 的 头 部 删除 元 素 
S++; 
) 
) 
? 


for (int i = 0; i <= mn - k; i++) { 
printf ("sdice Ill Ad smp = K Wh ç Ls 
} 


多 重 背包 问题 
用 种 物品 ,它们 的 重量 和 价值 分 别 是 W 和 vio 现在 要 从 中 选 出 一 些 物品 使 得 总 重量 不 超过 
所， 并 且 价值 的 和 最 大 。 不 过 第 i 种 物品 最 多 可 以 选 mn 个 。 
应 限制 条 件 


e 1<n= 100 


. 1<w;,v;<100 
e 1<m;< 10000 
e 1< W< 10000 
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输出 
11 (第 一 种 物品 2 个 ， 第 二 种 物品 1 个 ， 第 三 种 物品 1 个 ) 


这 是 一 道 有 个 数 限制 的 背包 问题 。 对 于 每 个 物品 至 多 选 一 个 或 者 可 以 选任 意 个 的 问题 我 们 已 经 可 
以 在 OUz 矶 时 间 内 求解 了 。 如 果 使 用 同样 的 方法 解答 本 题 ， 则 状态 转移 方程 为 


cp[i[D]:= 到 第 i 企 物品 为 止 总 重量 不 超过 /的 所 有 选 法 中 最 大 可 能 的 价值 
dp[i+1][/] max (dp[i][j-—-kxw[i]] +kxv[;] 0 < k< m, E .;-kxw|[i]= 01 


如 果 使 用 这 个 转移 方程 ， 复 杂 度 就 是 O(nmW)， 无 法 在 规定 时 间 内 出 解 。 让 我 们 注意 观察 转移 方 
程 中 求 最 大 值 的 部 分 。 这 个 式 子 中 若 mod wi 的 值 不 同 则 之 间 是 互相 独立 的 。 我 们 首先 考虑 一 下 
jmod w[i]=0 的 情况 。 我 们 定义 


a[]=dp[il y xw[i]] 
则 转移 方程 可 以 写成 

dpli+1][+k)xw[i]]=max {a[j]+kxv[i],a[j+1]Hk-1)xv[i], a'H G+- Li], alj +k]} 
但 是 这 样 还 是 无 法 方便 地 计算 ， 因 此 再 进行 如 下 变形 


b[j]Ü=aU;]-j>vlil 
dp[i+1][(j+-k)xw[;i]] max (b[/],b[;+1],:::,b|j+k]1 ++ xvi] 


这 样 变形 之 后 , 在 求 最 大 值 时 可 以 使 用 之 前 提 到 的 滑动 最 小 值 的 方法 求解 , 所 以 复杂 度 就 降 到 了 
O(nW), 


// 输入 
int n, W; 
int w[MAX_N], v[MAX_N], m[MAX_N]; 


int dp[MAX_W + 1]; // DP 数组 (循环 使 用 ) 
int deq[MAX_W + 1];  // 双 端 队列 (保存 数组 下 标 ) 
int deqv[MAX_W + 1]; // 双 端 队列 (保存 值 ) 


void solve() { 
for (int i = 0; i < pn; T++) ( 
for (int a = 0; a < w[i]; a++) ( 

ints = 0, t= 0; // 双 端 队列 的 头 部 和 末尾 

for lint 村 
// 向 双 端 队列 的 末尾 加 入 j 
int val = dp[j * wli] + a] - j * vli]; 
while (s < t && deqv[t - 1] <= val) t--; 
deq[t] = j; 
deqv[t++] = val; 
// 从 双 端 队列 的 头 部 取出 七 
dp[j * w[i] + a] = deqv[s] + j * v[i]; 
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if (deq[s] == j - m[i]) { 
S++; 
) 
) 
) 
) 
printf("%d\n", dp[W]); 
) 


虽然 复杂 度 上 差 了 一 些 ， 不 过 也 可 以 使 用 下 面 的 方法 求解 。 把 mm 分 解 为 如 下 形式 
1 产 ]+2+4+…+24Ha(0 生 da<240 


由 于 1.2…,2 的 组 合 可 以 表示 出 0~ 25 -1 的 所 有 整数 ， 因 此 1.2…,25a 可 以 表示 出 0 ~ mm 的 所 有 整数 。 
因此 ， 我 们 把 mi 个 重量 和 价值 分 别 为 wj 和 wv 的 物品 ， 看 成 重量 和 价值 分 别 为 wixx,vixxG=1,2,…,2%q) 
的 kt2 个 物品 ,这样 , 物品 的 总 个 数 就 变 为 O(n log m) 个 ,使 用 一 般 的 01 背 包 DP 可 以 在 O(n W log m) 
时 间 内 求 出 答案 。 


int dp[MAX_W + 1]; // DP 数组 


void solve() { 
for Gnt x = OF dan Yes) d 
int num = m[i]; 
for (int k = 1; num > 07 k <<= 1) { 
int mul = min(k, num); 
for (int j = W; j >= w[i] * mul; j--) ( 
dp[j] = max(dp[j], dp[j - w[i] * mul] + v[i] * mul); 
) 
num -= mul; 
) 
1 
printf ("%d\n", dp[W]); 
} 


K-Anonymous Sequence (POJ No.3709) 


给 定 一 个 长 度 为 n 的 非 严 格 单调 递增 数列 apai a, i. #— ARNET AER P AET — A 
的 值 减 小 1。 现 在 要 使 数列 中 的 每 一 项 都 满足 其 他 项 中 至 少 有 kl1 项 和 它 相 等 。 求 最 少 要 对 


这 个 数列 操作 的 次 数 。 


频 限制 条 件 
e 2<k<n< 500000 
e 0<a,< 500000 
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输入 

n = 7 

K = 3 

本 


输出 


A (9. 2, Š, ú, W, Á, %) 


由 于 co 是 数列 中 最 小 的 值 , 很 显然 没有 必要 把 任何 一 个 数 减 到 ao 以 下 , Br indi EDISA 
数 需要 减少 至 和 ao 相 等 。 又 因为 减 小 大 的 值 而 保留 小 的 值 不 会 使 结果 更 优 ， 所 以 可 以 从 小 到 大 选 
择 需要 减少 至 ao 的 项 。 对 于 剩 下 的 部 分 也 有 同样 的 结论 成 立 。 这 样 ， 我 们 就 有 了 下 面 的 DP 方 程 。 


dp[i]:= 在 只 考虑 前 i 项 的 情况 下 , 满足 题目 条 件 的 最 少 的 操作 次 数 ( 不 可 能 的 情况 为 INF ) 

dp[0]=0 

dp[i]||=min[dp|j]|+(a+1-aj)+::+(a-i-a)0<;< i-k} 

最 终 答 案 为 dp[n] 
直接 计算 的 复杂 度 为 O(m)。 不 过 转移 方程 中 涉及 到 了 部 分 和 的 计算 ， 可 以 通过 预 处 理 出 这 些 值 
对 算法 进行 改进 。 

SLi]=aot*…*tai 

dp[i]=min{ dpUj]+S[i -SU]-ax(i)I0<j< i-k} 


这 样 复杂 度 就 降 为 了 O(m*)， 不 过 由 于 题目 中 nn 很 大 ， 仍 然 无 法 满足 要 求 。 由 于 只 是 按 顺序 进行 转 
移 是 无 法 在 规定 时 间 内 出 解 的 ， 所 以 有 必要 挖掘 转移 方程 中 的 一 些 特殊 性 质 。 考 虑 到 对 于 某 个 i， 
在 ;从 0 变化 到 i-k 的 过 程 中 5 四 是 一 个 定 值 ， 因 此 先 把 它 提 到 外 面 。 


qpli]=S[i]*min(iapl]-SU]-a (pO <;<i+; 
这 样 变 形 之 后 ，min 里 面 的 项 就 是 关于 i 的 线性 函数 了 。 


J(x)=—ajxx+dp|j] SU]+ta;x; 
dpli}=Slij+min f0 Sj < i-k} 


也 就 是 说 ， 计 算 qp[i] 就 相当 于 从 i-k+1 条 直线 中 寻找 x=i 的 最 小 值 。 而 dp 中 和 dp[it1] 的 区 别 仅 在 于 
dp[it1] 需 要 多 考虑 一 条 直线 ， 并 且 所 求 的 x 坐标 增加 了 1。 因 此 ， 可 以 得 到 如 下 算法 。 
1. 使 用 某 种 数据 结构 维护 所 有 可 能 成 为 最 小 值 的 直线 的 集合 ， 并 以 成 为 最 小 值 的 顺序 排列 保存 ， 


RAL. 
2. 计算 dp[i] 只 需要 取 L 的 头 部 的 直线 进行 计算 就 可 以 了 。 
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3. 每 增加 1， 如 果 L 的 头 部 的 直线 变 得 不 是 最 小 了 ， 则 删除 之 。 
4. 增加 一 条 直线 时 对 进行 更 新 。 








这 条 直线 再 也 不 
一 会 成 为 最 小 值 了 


à 这 条 直线 再 也 不 
\ ,一 会 成 为 最 小 值 了 


现在 的 Cs 


下 侧 的 包 络 线 的 变化 
如 果 使 用 二 又 搜索 树 来 维护 L， 就 可 以 得 到 一 个 O(nlogn) 的 算法 。 更 进一步 ， 在 本 题 中 由 于 # 的 斜 
率 (=-a) 具有 非 严 格 单调 递减 的 性 质 ， 因 而 4 的 更 新 可 以 从 L 的 末尾 进行 更 新 。 这 样 ， 就 可 以 使 
用 双 端 队列 代替 二 又 搜索 树 ， 从 而 更 加 高 效 地 进行 求解 。 
1. 使 用 双 端 队列 维护 所 有 可 能 成 为 最 小 值 的 直线 的 集合 , 并 以 成 为 最 小 值 的 顺序 排列 保存 , 记 为 L。 
2. 计算 dp[i]， 只 需要 取 L 的 头 部 的 直线 进行 计算 就 可 以 了 。 
3. i 每 增加 1， 当 的 头 部 的 直线 变 得 不 是 最 小 时 ， 则 删除 之 。 
4. 增加 一 条 直线 时 ， 先 删除 所 有 在 L 的 末尾 中 已 经 不 可 能 成 为 最 小 值 的 直线 ， 然 后 加 入 L 的 末尾 。 


由 于 共 对 双 端 队列 进行 了 最 多 n 次 的 加 入 和 删除 操作 ， 因 此 这 个 算法 的 复杂 度 是 O(n)。 此 外 关于 4 
的 判断 ， 经 过 推导 之 后 可 以 按 如 下 方式 进行 。 


假设 有 3 条 直线 按照 斜率 排列 有 


JG)=aw+b, 
JG)=ax+tb; 
J(a)=asctbs 
al 三 0 之 03 


则 


了 不 可 能 成 为 最 小 值 对 应 的 直线 合 (as-a1)x(b3-b3) 宇 (bs-b1)x(a3-a;) 
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f1 
f2 
f3 
不 可 能 成 为 最 小 值 的 直线 

typedef long long 11; 

// WA 

int mn, K; 

11 a[MAX_N]; 


11 dp[MAX_N + 1]; // DP 数组 
11 S[MAX_N + 1];  // a 的 和 
int deq[MAX_N]; // 双 端 队列 


// 直线 f_j 在 x 位 置 的 值 
13. £ Umt jJ, iae x t 

setum =a[j] * x * dapi] = SHI + ali * Jy 
) 


// 判断 f2 是 否 有 可 能 成 为 最 小 值 
bool check(int fl, ine f2, int £3) { 
YI al = -atfi]; bi = dp[fli] = S11] + attr] * £13 
1l 2 = -alf2]; PB = dp[f2] = S[f2] + alf2] * £27 
IL a3 = -&[f£3], 53 = Əp[f3] = S[f3] + a[f3] * -£33 
return (a2 - al) * (b3 - b2) >= (b2 - bl) * (a3 - a2); 
) 


void solve() ( 
// 和 的 计算 
för (int i = 0z i Sh i+) { 
Sfi 3 W S[i] + a[i]; 
) 


" 


// 双 端 队列 的 初始 化 
iot 8 = Ü, $ = 1; 
deq[0] = 0; 


dp[0] = 0; 
for tint i= k; i &= h; it) {í 


if (í - k >= k) { 
// 从 末尾 删除 不 再 可 能 成 为 最 小 值 的 直线 
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while (s + 1 < t && check(deq[t - 2], deq[t - 1], i - k)) t--; 
// 往 双 端 队列 中 加 入 i-k 
deq[t++] = i - k; 

) 


// 若 头 部 的 值 不 是 最 小 值 了 则 删 去 
while (s + 1 < t && f(deq[s], i) >= f(deq[s + 1], i)) s++; 


dpi] = S[3]J + F(GeQq[sS], 3); 
) 


printf("%1ldvxn", dp[n]); 
) 


443 (ME 


观看 计划 


有 一 个 喜欢 动画 的 少年 , 他 希望 每 周 都 能 收看 尽 可 能 多 的 动画 。 每 一 部 动画 都 在 每 周 固定 的 
时 间 段 播 出 。 不 过 ， 由 于 他 不 喜欢 录 下 电视 节目 留 到 以 后 观看 ， 因 此 只 能 在 播 出 时 观看 。 此 
外 ,他 每 周 看 的 动画 都 是 固定 的 ,并且 他 不 可 能 同时 观看 播 出 时 间 有 重 司 的 两 部 动画 。 在 他 
的 国家 ， 一 周 共 被 划分 成 了 MM 个 单位 的 时 间 。 现 在 假设 一 共有 N 部 动画 分 别 在 每 周 的 s; 时 
刻 开始 播放 并 在 时刻 播 放 结束 ， 问 每 周 他 最 多 能 看 多 少 部 动画 。 


ARER 

e 1<N=<10° 

° 2< M<10° 

° 0<s;,,<M(s# ti) 

° St 表示 播 出 时 间 跨 越 了 每 周 的 最 后 一 个 时 刻 








= 
` í H 
w 





输出 
3 (可 以 看 所 有 的 动画 ) 
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输入 
N=3 
M = 10 


输出 
2 (可 以 观看 第 一 部 和 第 三 部 动画 ) 


本 题 可 以 看 成 在 圆周 上 有 NN 个 区 间 ， 要 从 中 选 出 尽 可 能 多 互 不 相交 的 区 间 的 问题 。 和 这 个 问题 类 
似 的 有 区 间 调 度 问题 ( 请 参照 2.2.2 )。 本 题 仅仅 是 把 那个 问题 的 时 间 全 集 首尾 相连 形成 一 个 圆周 
而 已 。 区 间 调 度 问题 可 以 根据 结束 时 间 排 序 之 后 使 用 贪心 法 求解 。 本 题 是 否 也 可 以 用 同样 的 方法 
求解 呢 ? 首先 我 们 先 确定 一 个 要 选择 的 区 间 。 这 样 ， 和 这 个 区 间 不 相交 的 区 间 就 不 存在 圆周 ,从 
而 变 成 了 简单 的 区 间 调度 问题 。 因 此 ， 我 们 可 以 得 到 这 样 一 个 O(N ) 的 算法 。 


// 输入 
int X N; 
int s[MAX_N], t[MAX_N]; 


pair<int, int> ps[MAX_N * 2]; // 为 了 按照 结束 时 间 排 序 而 使 用 的 数 对 的 数组 


void solve() { 
int res = 0; 


// 为 了 处 理 方便 而 把 原来 的 数据 复制 了 一 份 存在 后 面 


for (imt i = Dz i < N; i++) í 


if (tiiij < s[i]} tli] += N; 
s[N + i] = s[i] + M; 
EDN + 3 = eN #& M; 


) 


// 按照 结束 时 间 排 序 

二 
ps[i] = make_pair(t[i], s[i]); 

1 

sort(ps, ps + N * 2); 


// 确定 一 个 最 开始 选择 的 区 间 

for Gnt i = 07 i < N7 i++} { 
// 剩 下 的 部 分 使 用 贪心 法 求解 
int tmp = 0, last = 0; 


for (int j = i; ps[j].first <= ps[i].second + M; j++) { 


i£ (last <= psš[j] Second) { 
tmp++; 
last = ps[j].First; 
) 
) 
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res = max(res, tmp); 


) 


printf ("%d\n", res); 
} 


不 过 O(V) 是 不 够 的 ， 我 们 应 该 如 何 改进 这 个 算法 呢 ? 因为 确定 第 一 个 区 间 之 后 使 用 的 贪心 算法 
存在 大 量 的 重复 计算 ， 所 以 在 这 个 部 分 有 改良 的 余地 。 在 贪心 算法 中 ， 对 于 某 个 区 间 i， 我 们 选 
择 满 足 0]<s 中 的 所 有 ;中 最 小 的 那个 区 间 来 作为 的 下 一 个 区 间 。 这 样 的 和 /的 对 应 关系 和 最 开 
始 所 选 的 区 间 无 关 。 因 此 ,记录 下 这 些 对 应 关系 就 可 以 节省 不 少 计算 量 。 这 些 对 应 关系 的 计算 可 
以 通过 对 区 间 的 端点 排序 之 后 O(N log N) 求 得 。 

// 输入 


int N, M; 
int s[MAX N * 2], t[MAX_N * 2]; 


pair<int, int> ps[MAX_N * 4]; // 为 了 按照 结束 时 间 排 序 而 使 用 的 数 对 的 数组 
int next[MAX_N * 2]; // 用 来 存放 每 个 区 间 的 下 一 个 区 间 的 数组 


void solve() { 
int res = 0; 


// 为 了 处 理 方便 而 把 原来 的 数据 复制 了 一 份 存在 后 面 


for (int i = 0; i < N; i++) ( 


+£ (TR < s[1]) ELi] + M; 
s[N + i] = s[i] + M; 
t[N + i] = t[i] + M; 


) 


// 对 区 间 的 端点 排序 
for (int i= 0; £ < Ñ % Z; i++) { 
ps[i] = make_pair(t[i], i); 
ps[N * 2 + i] = make_pair(s[i], N * 2 + i); 
1 
sort(ps, ps + N * 4); 


// 计算 next 

int last = -1; 

for (iant i = N*A = 42 L >= Oy i=) f 
int id = ps[i].second; 
iE Gd < Ñ *# 2) Ç 

// 区 间 的 末尾 

next[id] = last; 

else { 

// 区 间 的 开始 

id -= N * 2; 

iE (last < 0 |] eltast] > tray. t 
last = id; 

} 
} 

} 


~ 
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// 确定 一 个 最 开始 选择 区 间 
för (int i = D; i < Ni i++) í 
// 剩 下 的 部 分 使 用 贪心 法 求解 
int tmp = 0; 
for (int j = i; lji <= s[i] +My j = ñnext[3]) í 
tmp++; 
J 
res = max(res, tmp); 


) 


printf("%dVn", res); 
) 


但 是 , 即使 在 贪心 法 中 利用 了 这 样 的 对 应 关系 ,仍然 无 法 降低 复杂 度 。 虽然 能 够 节省 求解 下 一 个 
区 间 的 计算 , 但 是 仍然 需要 对 要 选中 的 区 间 遍 历 一 遍 ， 最 坏 情况 下 共有 O(N) 个 区 间 。 那 么 怎样 才 
能 降低 复杂 度 呢 ? 


现在 我 们 对 于 某 一 个 区 间 i, 已 经 算出 了 i 的 下 一 个 应 该 使 用 的 区 间 是 next[i]。 利 用 这 个 值 ， 我 们 
可 以 算出 下 一 个 区 间 的 再 下 一 个 区 间 是 next2[i]=nextInext[i]]。 然 后 可 以 利用 2 个 之 后 的 区 间 next2 
算出 4 个 之 后 的 区 间 next4=next2[next2[i]]。 不 断 重 复 类 似 的 计算 , 就 可 以 在 O(N 有 D 时 间 内 预 处 理 出 
24 个 之 后 的 区 间 next[4][i]。 如 果 得 到 了 对 于 本 floor(log M) 的 预 处 理 结果 ， 那 么 就 可 以 把 贪心 法 中 
一 个 区 间 一 个 区 间 地 遍历 , 改 为 使 用 二 分 搜索 的 方式 。 对 于 一 个 初始 选取 的 区 间 计 算 的 复杂 度 是 
O(log N)。 因 此 整个 算法 的 复杂 度 就 是 O(N log N)。 


// 输入 
int N, M; 
int s[MAX N * 2], t[MAX_N * 2]; 


pair<int, int> ps[MAX_N * 4]; // 为 了 按照 结束 时 间 排 序 而 使 用 的 数 对 的 数组 
int next [MAX_LOG_N] [MAX_N * 2]; // 用 来 存放 每 个 区 间 的 下 一 个 区 间 的 数组 


void solve() { 
int res = 0; 


// 为 了 处 理 方便 而 把 原来 的 数据 复制 了 一 份 存在 后 面 
for (int i = Op 2 < Ñ; 3366) { 

£f tti < maj) €I] = Wa 

s[N + i] = s[i] + M; 

t[N + i] = t[i] + M; 
} 


// 对 区 间 的 端点 排序 
fór (int i = Üy £ < N %* 27 144+) í 
ps[i] = make pair(t[i], i); 
ps[N * 2 + i] = make pair(s[i], N * 2 + i); 
) 
sort(ps, ps + N * 4); 
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// 计算 next[0] 
int last = -1; 
for (int i= Ñ * £# = 1; š >= Ó; 35) í( 
int id = ps[i].second; 
irf (xa < N * 2) 
// 区 间 的 末尾 
next [0] [id] = last; 
) else { 
// 区 间 的 开始 
id -= N * 2; 
if (aE a 0 || €rraser > riar í 
last = id; 
} 
} 
} 


// 计算 next 
for (int k = 0; k + 1 < MAX LOG N; k++) { 
fòr (iLe i = QW; + < N AA: Ite T 
if (next[k][i] < 0) next[k + 1][i] = -1; 
else next[k + 1] [i] = next[k] [next[k][i]]; 
} 
J 


// 确定 一 个 最 开始 选择 的 区 间 
for (int 1s D; i < N+; ist) { 
// 进行 二 分 搜索 
int t = O, sJ .= 341 
for (int k = MAX_LOG_N - 1; k >= 0; k--) ( 
inte J2 = Yeset [kT [3]; 
if (j2 >= 0 && t[j2] <= s[i] + M) { 
j = j2; 
tmp j= 1 << k; 
J 
$ 
res = max(res, tmp + 1); 


) 


printf(t"%adN\n,: Tes); 
) 


实际 上 ， 针 对 本 题 还 有 一 种 除去 排序 只 需要 花费 O(N) 时 间 的 算法 。 有 兴趣 的 读者 可 以 试 着 思考 
= s 


eeeeeessseeseseseessesesesssssessessesesessesessssesesesesesessesseesesseeseeeeeeseseesseesseeseseeseeeeeeeeesee 


听 一 旦 搜索 空间 变 得 比较 大 ，2.1 节 中 介绍 的 穷竭 搜 索 算 法 就 显得 不 够 高 效 了 。 在 本 节 中 ， 将 给 
大 家 介绍 剪 枝 和 A# 等 在 这 种 情况 下 对 搜索 进行 优化 的 方法 。 
4.5.1 Bi 


本 节 要 介绍 的 剪 校 和 A* 等 方法 ， 通 常 比较 难 估算 其 复杂 度 。 与 其 他 算法 不 同 ， 很 难 知道 这 类 方 
法 能 对 搜索 速度 有 多 大 的 提高 ， 建 议 通 过 对 各 类 方法 的 实际 测试 , 边 比 较 边 学 习 。 比 较 时 ， 不 光 
要 比较 所 用 时 间 ， 还 应 该 统计 搜索 过 程 中 的 状态 数 ， 以 便 得 到 更 清晰 的 结果 。 

在 比赛 中 尝试 各 种 方法 是 不 切实 际 的， 不 妨 先 尝 试 某 种 看 似 可 行 的 方法 ， 如 果 还 不 够 高 效 的 话 ， 
再 考虑 进一步 优化 。 


1. 调整 搜索 的 顺序 


数 独 (POJ2676, 2918, 3074, 3076) 


给 定 一 个 由 3x3 的 方块 分 割 而 成 的 9x9 的 格子 。 其 中 一 些 格子 中 填 有 1-9 的 数字 , 其余 格子 
则 是 空白 的 。 请 在 空白 的 格子 中 填 入 1~9 的 数字 ， 使 得 在 每 行 、 每 列 和 每 个 3x3 的 方块 中 ， 
1-9 的 每 个 数字 都 恰好 出 现 一 次 。 如 果 解 不 唯一 ， 输 出 任意 一 组 即 可 。 


==uemulyim 


数 独 的 例子 
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输入 


(0 表示 空白 格子 ) 
000000520 
080400000 
030009000 
501000600 
200700000 
000300000 
600010000 
000000704 
000000030 


输出 


416837529 
982465371 
735129468 
571298643 
293746185 
864351297 
647913852 
359682714 
128574936 


POJ 中 有 2676、2918、3074、3076 四 道 数 独 问题 。 其 难度 大 致 是 2676=2918<3074<3076。 其 中 ， 
3076 是 格子 更 大 一 圈 的 16x16 的 数 独 问题 。 


首先 考虑 从 左上 角 的 空白 格子 开始 填 数字 的 深度 优先 搜索 。 所 填 的 数字 应 该 是 在 所 在 行 、 列 和 方 
块 中 都 没有 填 过 的 数字 。 只 要 采取 这 一 显而易见 的 的 剪 校 ， 就 能 够 通过 POJ 2676 和 2918 了 。 


但 这 个 算法 却 无 法 通过 POJ3074， 对 于 像 前 面 的 样 例 这 样 空白 格子 比较 多 的 情况 ， 该 方法 就 行 不 
通 ， 需 要 进一步 优化 。 


考虑 处 理 某 一 行 时 ， 对 于 某 个 还 没 用 过 的 数字 ， 如 果 该 行 只 有 一 个 可 行 的 空白 格子 ， 就 只 能 将 该 数 
字 填 人 该 格子 中 。 对 于 列 和 方块 也 一 样 。 反 之 ， 如 果 某 个 格子 可 填 的 数字 只 有 一 个 ， 也 只 能 将 该 数 
字 填 入 该 格子 。 这 样 ， 我 们 优先 处 理 数字 或 格子 唯一 确定 的 情况 。 此 外 ， 如 果 搜 索 过 程 中 发 现 没有 
可 选 的 数字 或 格子 这 样 矛 盾 的 情况 ， 则 提前 停止 搜索 。 这 样 优 化 之 后 ，POJ 3074 也 能 顺利 通过 了 。 


但 是 ， 还 留 有 16x16 的 数 独 问题 运行 会 超过 时 间 限 制 。 当 没有 唯一 确定 的 数字 或 格子 时 ， 现 在 的 
搜索 又 会 回 到 原来 从 左上 的 空白 格子 开始 填 数 字 的 方法 。 而 人 们 在 求解 数 独 问题 时 ,是 不 会 特地 
这 样 做 的 ， 通 常会 先 处 理 选 择 少 的 格子 。 


例如 , 假设 有 一 个 只 有 两 个 候选 数字 的 格子 ， 如 果 选 择 其 中 一 个 产生 了 矛盾 ,那么 就 可 以 确定 应 
该 选择 男 一 个 。 而 对 于 有 五 个 候选 数字 的 格子 ， 即 使 其 中 一 个 出 现 了 矛盾 ,依然 还 有 四 个 候选 数 
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I 


字 需 要 尝试 。 也 就 是 说 ， 比 起 从 左上 角 开 始 填 数 字 ， 优 先 选择 候选 数字 少 的 格子 填 数 字 要 更 加 高 
效 。 这 样 16x16 的 数 独 问题 也 能 够 解决 了 。 

这 样 , 通过 调整 搜索 的 顺序 能 够 大 大 优化 搜索 的 效率 。 这里, 我 们 选择 了 从 分 支 少 的 部 分 开始 搜 
索 的 策略 。 此 外 ， 也 可 以 从 一 些 影响 大 的 部 分 开始 搜索 ,例如 通过 确定 一 个 部 分 , 顺带 确定 尽 可 
能 多 的 其 他 部 分 。 


2. 没有 更 优 解 则 草 枝 


Square Destroyer (PKU 1084) 


有 一 个 由 火柴 棒 作 为 边 组 成 的 NXN 的 格子 。 按 照 下 图 ， 给 火柴 棒 编 号 。 将 移 除 某 些 火柴 棒 
后 的 状态 作为 初始 状态 ， 需 要 再 移 除 一 些 火 此 棒 ， 以 保证 图 中 一 个 正方 形 也 没有 。 请 求 出 所 
需 移 除 火 柴 棒 的 最 少 根 数 。 

二 限制 条 件 


e ISNSS5 





输入 
N = 2 
没有 已 经 移 除 的 火柴 棒 





输入 


N=3 
火柴 棒 12、17、23 已 经 移 除 
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输出 
3 ( 再 移 除 火 柴 棒 56、8、19 就 能 够 破坏 所 有 正方 形 ) 








先 试 一 下 从 1 号 火柴 棒 开 始 依次 选择 移 除 或 不 移 除 的 穷 竟 搜索。 如果 不 做 任何 优化 ， 则 总 的 状态 
数 为 0(2™™n)， 太 大 了 。 接 下 来 考虑 该 如 何 剪 枝 。 


显而易见 的 剪 枝 有 :如 果 移 除 当 前 火柴 棒 也 不 会 破坏 任何 正方 形 的 话 则 不 除去 ， 以 及 将 待 选 择 的 
所 有 火柴 棒 都 移 除 也 还 有 正方 形 留 下 的 话 则 不 继续 搜索 等 。 将 这 些 剪 枝 实现 之 后 ， 就 可 以 通过 N 
和 3 的 数据 了 。 


// 下 面 是 由 输入 处 理 后 得 到 的 数据 

// M 和 S 分 别 是 初始 状态 中 剩余 的 火柴 棒 数 和 正方 形 数 
int M, S; 

// m[i][j] == true © 火柴 棒 i 属 于 正方 形 j 
bool m[MAX_MATCH] [MAX_SQUARE] ; 

// mmax[i] = 正方 形 i 中 火柴 棒 的 最 大 编号 

int mmax [MAX_SQURARE] ; 


// p 是 当前 考察 的 火柴 棒 的 编号 ，num 是 至 今 已 经 移 除 的 火柴 棒 的 根 数 
// state[i] == true @ 正方 形 i 尚未 破坏 
int dfs(int p, int num, vector<bool> state) { 

// 如 果 检 查 完了 所 有 火柴 棒 ， 也 就 破坏 了 所 有 的 正方 形 


if (p == M) return num; 


// 如 果 一 定 要 移 除 火柴 棒 p， 则 use == true 
// 如 果 一 定 不 除去 火柴 棒 p， 则 notuse == true 
bool use = false, notuse = true; 
for Une J = 07 3 < Si IFA Ç 
// 火柴 棒 p 会 破坏 正方 形 i， 所 以 可 以 移 除 
if (state[i] && m[p] [i]) notuse = false; 


// 只 剩 火柴 棒 p 能 破坏 正方 形 1 了 ， 所 以 必须 移 除 

if (state[i] && mmax[i] == p) use = true; 
J 
int res = INF; 
// 不 移 除 火 柴 棒 p 的 分 支 


if (!use) res = min(res, dfs(p + 1, num, state)); 


// 移 除 火 柴 棒 p 的 分 支 
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Eor (int i = Or £ < S; irt} { 
if (m[p][i]) state[i] = false; 
} 
if (!notuse) res = min(res, dfs(p + 1, num + 1, state)); 
return res; 


} 


void solve() { 
vector<bool> state(S, true); 
printf(" sdin", dfs(0, 0 state), 


此 外 ， 当 发 现 无 法 更 新 最 优 解 时 ， 即 确定 继续 搜索 所 得 到 的 解 都 比 当前 已 知 的 最 优 解 更 差 的 话 ， 
则 没有 继续 搜索 下 去 的 必要 了 。 因 为 这 个 分 支 中 的 解 一 定 不 会 比 当前 已 经 除去 的 火柴 棒 的 根 数 小 ， 
如 果 已 知 的 最 优 解 不 比 这 个 大 的 话 ， 就 可 以 不 再 继续 搜索 下 去 了 。 下 面 代码 中 的 num >= min_res 
做 的 就 是 这 个 。 

// 已 经 找到 的 最 优 解 

ro int num, vector<bool> state) { 


// 如 果 检 查 完 了 所 有 的 火柴 棒 ， 也 就 破坏 了 所 有 的 正方 形 


if (p == M) return min_res = num; 


// 如 果 比 已 知 的 最 优 解 要 差 ， 则 不 继续 搜索 


if (num >= min_res) return INF; 
// 以 下 省 略 
如 果 我 们 能 够 更 早 一 点 发 现 得 不 到 更 优 的 解 ， 则 可 以 让 剪 枝 更 为 有 效 。 例如， 接 下 来 所 能 找到 的 


解 总 是 没有 (当前 已 经 除去 的 火柴 棒 数 )+( 剩 余 的 正方 形 数 )M( 一 根 火 柴 所 能 破坏 的 最 多 正方 形 数 ) 
小 ， 这 就 是 更 好 的 剪 枝 用 下 界 。 


作为 一 个 更 好 的 下 界 , 可 以 考虑 没有 公共 边 的 正方 形 的 最 大 集合 的 基数 。 由 于 集合 中 的 任意 两 个 
正方 形 都 没有 公共 边 ,所 以 一 根 火 柴 至 多 只 能 破坏 其 中 一 个 正方 形 , 于 是 可 以 作为 一 个 解 的 下 界 。 


没有 公共 边 的 正方 形 的 例子 


求 没有 公共 边 的 正方 形 的 最 大 集合 属于 最 大 独立 集 问 题 , 这 本 身 就 是 一 个 非常 困难 的 问题 。 不 过 ， 
我 们 可 以 用 贪心 的 近似 算法 得 到 最 大 集合 的 基数 的 下 界 ( 也 就 是 原 问题 的 下 界 的 下 界 )。 
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下 面 的 代码 使 用 了 如 下 贪心 算法 。 


m 记 所 求 的 集合 为 X， 初 始 令 舌 空 集 。 
m 把 所 有 正方 形 按 其 所 含 的 火柴 棒 数 排序 。 
m 按 顺 序 处 理 正方 形 ， 如 果 它 与 X 中 已 有 的 正方 形 都 没有 公共 边 ， 则 将 它 加 到 X 中 。 


计算 这 个 下 界 的 函数 记 为 hstar， 将 之 前 的 num >= min res 改 为 num + hstar(p, state) >= min_res 就 
好 了 。 


// 考虑 p 以 后 的 火柴 时 解 的 下 界 
int hstar(int p, vector<bool> state) { 
vector<pair<int, int> > ps; 
for iot i = 07 3 < Sr Ir) Á 
if (state[i]) { 
// 统计 剩余 正方 形 所 包含 的 火柴 棒 数 
int num = 0; 
for (Gat J = pr J < B; JEA 
if (m[j][i]) num++; 
) 
ps.push_back (make_pair(num, i)); 
1, 


} 
// 按 火 柴 棒 数 从 小 到 大 排序 
sort (ps.begin(), ps.end()); 
int res = 0; 
// used[i] == true @ X 中 已 经 有 包含 火柴 棒 i 的 正方 形 了 
Vector<bool> used(M, false); 
for (int i = 0; ji < pgs.slze()y itt) { 
int id = ps[i].second; 
bool ok = true; 
// 是 否 将 正方 形 id 加 入 X 中 
for (int J =; J < M; j++) f 
if (used[j] && m[j][id]) ok = false; 
} 
2E (Ok) 4 
res++; 
for (int j = p; j < M; j+*) 1 
if (m[j] [id]) used[j] = true; 
) 
) 
) 
return res; 


) 





做 到 这 一 步 ， 就 可 以 通过 N< 5 的 所 有 数据 了 。 与 (剩余 的 正方 形 数 )( 一 根 火 柴 所 能 破坏 的 最 多 正 
方形 数 ) 这 一 下 界 相 比 ， 利 用 这 个 下 界 将 能 够 极为 显著 地 加 速 搜索 。” 


D 还 可 以 进一步 优化 。 壁 如 说 对 于 火柴 棒 A 和 B， 移 除 B 所 能 破坏 的 正方 形 都 能 通过 移 除 A 破坏 的 话 ， 我 们 就 可 以 无 视 B 
而 只 考虑 A。 此 外 ， 在 这 里 我 们 只 是 简单 地 从 1 号 火柴 棒 开 始 按 顺序 搜索 ， 也 可 以 考虑 通过 调整 搜索 的 顺序 进行 优化 。 
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4.5.2 A* 与 DA* 
1. IDA* 


继续 考虑 前 面 的 问题 。 刚 刚 讲 到 的 剪 枝 , 虽然 在 较 快 找到 接近 最 优 解 的 解 时 能 够 有 效 减少 状态 数 ， 
但 在 尚未 找到 较 好 的 解 时 ,依然 会 尝试 许多 不 必要 的 状态 。 虽 然 我 们 在 下 界 ( 在 前 面 的 代码 中 就 
是 num + hstar(p, state) ) 比 最 优 解 更 大 时 可 以 剪 枝 ， 但 是 不 知道 最 优 解 的 话 就 没 法 做 到 了 。 因 此 ， 
我 们 可 以 不 直接 去 求 最 优 解 ， 而 是 改 成 通过 搜索 判断 是 否 有 不 超过 某 个 x 的 解 。 把 zx 从 0 开始 每 次 
增加 1, 那么 首次 找到 解 时 的 x 便 是 最 优 解 。 这 样 ， 搜 索 过 程 中 就 不 会 访问 那些 下 界 比 最 优 解 更 大 
的 状态 了 。 


将 程序 改 成 判断 是 否 有 不 超过 某 个 x 的 解 ， 只 需要 在 之 前 的 下 界 超过 x 时 ,停止 搜索 就 好 了 , 代码 几 
乎 没什么 变动 。 在 本 题 中 ， 由 于 我 们 在 没有 找到 解 时 会 返回 INF， 所 以 搜索 部 分 的 代码 无 须 改 动 。 


void solve() { 
vector<bool> state(S, true); 


// min_res 从 0 开始 递增 ， 直 到 找到 解 
min_res = 0; 
while (dfs(0, 0, state) == INF) min_res++; 


printf("%d\n", min_res); 


) 


考虑 平凡 下 界 的 情况 ( 即 总 有 hstar(p, state)=0 )， 此 时 ， 这 个 程序 就 会 像 宽 度 优先 搜索 一 样 ， 按 距 
离 初始 状态 的 远近 顺序 访问 各 个 状态 。 这 被 称 为 迭代 加 深 搜索 ( IDDFS Interative Deepening 
Depth-First Search )。 





x=1 时 


x=1,2 时 搜索 的 情况 
而 像 这 次 这 样 ， 通 过 估算 下 界 提前 剪 枝 优化 后 的 算法 则 称 为 IDA*。 它 通常 可 以 表述 如 下 。 
(1) 给 出 状态 v 到 目标 状态 ( 在 前 面 的 问题 中 就 是 没有 正方 形 的 状态 ) 的 距离 下 界 的 估算 函数 h*(v) 
(2) 令 =0 
(3) 对 满足 dv)+h*(v)<x 的 状态 进行 深度 优先 搜索 ， 判 断 是 否 有 不 超过 x 的 解 ( d(v) 表 示 从 初始 状 
态 到 v 的 距离 ) 
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(4) 如 果 找 到 解 ， 则 x 就 是 最 优 解 ， 程 序 结束 
(5) 否则 ， 将 x 增加 1 并 回 到 第 3 步 


IDA* 中 所 访问 的 状态 总 是 满足 dv)+h*(v)< ( 最 优 解 )， 而 hx(v) 的 估 值 越 接 近 到 目标 状态 的 实际 
距离 ， 则 搜索 经 过 的 状态 数 越 少 。 


2. A* 


正如 深度 优先 算法 可 以 利用 下 界 优化 一 样 ， 宽 度 优先 搜索 和 Dijkstra 算 法 也 可 以 利用 下 界 优化 。 
只 要 将 优先 队列 中 的 键 改 成 dv)+h*(v) 就 可 以 了 ， 其 中 dw) 是 初始 状态 到 状态 v 的 距离 ，h*(v) 是 到 
目标 状态 的 距离 下 界 。 这 种 算法 称 为 A*。 只 不 过 需要 注意 的 是 ， 与 宽度 优先 搜索 和 Dijkstra 算 法 
不 同 ， 在 选用 某 些 下 界 进行 估算 的 情况 下 ， 优 先 队 列 顶 端的 元 素 对 应 的 d(v) 未 必 已 经 是 初始 状态 
到 v 的 最 短 距离 。 


如 果 对 于 所 有 的 边 (u,v) 都 有 cost(u,v)+h*(w)-h*(v) 二 0 成 立 , 那么 第 一 次 取出 某 个 节点 vy 时 ,对 应 的 
dl(v) 就 一 定 是 最 短 距离 。 但 是 在 Square Destroyer 中 用 到 的 下 界 并 不 满足 这 样 的 性 质 。 不 过 ， 由 于 
h* 是 到 目标 状态 的 距离 的 下 界 ， 所 以 第 一 次 从 队 首 取出 的 距离 同样 就 是 最 短 距 离 。 


3. A* 与 IDA* 的 比较 


A* 和 IDA* 分 别 是 针对 宽度 优先 搜索 和 深度 优先 搜索 的 优化 算法 。 就 像 在 Square Destroyer 中 看 到 
的 那样 ， 可 以 很 容易 地 把 深度 优先 搜索 改写 成 IDA*。 同 样 地 ， 也 可 以 很 容易 地 把 宽度 优先 搜索 
或 Dijkstra 算 法 改写 成 A*。 


当然 ,不仅 在 代码 上 改写 很 容易 ， 它 们 各 自 也 继承 了 一 些 改写 前 算法 的 特点 。 例 如 ，IDA* 基 本 
不 怎么 花费 内 存 ， 而 A* 则 要 花费 关于 搜索 空间 的 线性 的 内 存 。 另 一 方面 ， 可 以 通过 不 同 路 径 达 
到 同一 状态 时 ，IDA* 可 能 会 重复 多 次 经 过 某 些 状态 而 导致 效率 一 落 千 丈 ， 而 A* 通 过 选取 合适 的 
下 界 则 可 以 保证 每 个 状态 至 多 检查 一 次 。 


通常 来 说 ， 随 着 搜索 深度 的 增加 ， 搜 索 空间 的 大 小 呈 指 数 级 别 增长 。 所 以 ,虽然 IDA* 在 不 断 增 
加 递归 深度 限制 的 过 程 中 重复 搜索 了 很 多 状态 , 但 总 的 访问 状态 数 和 最 后 一 次 所 访问 的 状态 数 还 
是 同一 数量 级 的 。 





在 线性 规划 问题 之 上 ， 再 给 变量 加 上 必须 是 整数 的 限制 ， 就 得 到 了 整数 规划 问题 (IP，Integer ` 
”Programming )。 此 前 所 讲解 的 许多 问题 都 可 以 规约 到 整数 规划 问题 。 例 如 ，Square Destroyer ， 
就 可 以 转 为 整数 规划 问题 中 的 集合 履 盖 问题 。 虽 然 整数 规划 问题 与 线性 规划 问题 形式 相似 ， 
”但 与 线性 规划 问题 不 同 的 是 ， 要 求解 整数 规划 问题 的 最 优 解 通常 是 非常 困难 的 。 
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在 前 文中 ,我 们 似乎 没有 任何 铺垫 就 提出 了 通过 最 大 独立 集 问题 估算 Square Destroyer 的 最 优 | 
解 下 界 。 如 果 将 Square Destroyer 写成 整数 规划 问题 的 形式 ， 那 么 也 就 能 自然 的 导出 这 个 下 ， 
界 了 o 


首先 ， 把 Square Destroyer 写成 整数 规划 问题 的 形式 。 记 初始 状态 中 剩余 火柴 棒 的 根 数 为 1， 
”剩余 正方 形 的 个 数 为 mm。 用 一 个 邑 维 向 量 x 表 示 火 柴 棒 的 取舍 ， 其 中 x=1 表示 除去 火柴 棒 i, 
，xF0 表 示 留 下 火柴 棒 o 于 是 除去 火柴 棒 的 根 数 就 是 


yx 
i=l 

REŠE j 38 Ñ ARARA KR MRAR ETA G B 
b >1 


”其 中 ， 求 和 中 的 i 是 所 有 满足 取 走火 数 i 将 会 破坏 正方 形 j 的 i。 利 用 和 矩阵 和 向 量 ， 我 们 就 可 
以 将 问题 写成 


(PD min{c"x: Ax>b, x>0,xE Z" 


的 形式 。 x 
让 我 们 来 计算 该 整数 规划 问题 的 最 优 解 的 下 界 。 先 不 考虑 整数 规划 问题 中 的 变量 应 该 是 整数 | 
这 一 限制 ° | 


(PL) min{c"x: Ax2b,x20,x€ R”) 


”因为 (PL) 比 (PD 的 限制 更 松 ， 所 以 (PL 6 RERS (PI 的 最 优 解 )。 再 考虑 (PL) 的 对 偶 问题 。 
(DL) max{b’y: Ay<c, y>0, yE R” 


根据 强 对 偶 定理 ， 有 (PL 的 最 优 解 )=(DL 的 最 优 解 )。 再 给 DL 加 上 变量 应 该 是 整数 这 一 限制 ，， 
得 到 的 问题 限制 更 紧 ， 所 以 最 优 解 应 该 更 小 。 


(DD max {b"y: 47<c,y>0,yEZ 人 


RE, 有 (DI 的 最 优 解 )<(DL 的 最 优 解 )=(PL 的 最 优 解 )<(PI 的 最 优 解 )。 于 是 我 们 得 到 了 原 问 | 
， 题 (PD) 的 最 优 解 的 三 个 下 界 。 而 这 里 的 (DID) 就 是 我 们 在 Square Destroyer 中 估算 最 优 解 的 下 界 ， 
”时 所 用 的 最 大 独立 集 问题 。 在 求解 Square Destroyer 时 ,我们 又 是 通过 贪心 算法 求 得 最 大 独立 
” 集 间 题 的 近似 解 作为 下 界 的 。 根 据 前 面 的 分 析 ， 如 果 我 们 通过 单纯 形 算法 求解 (PL) 或 (DL)， 

， 则 可 以 得 到 更 为 逼近 的 下 界 。 


es a EE OTENE 
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4.6 划分 、 解 决 、 合 并 : 分 治 法 


Qooooooo........ oo... 0... o... ................... 


串 分 治 法 是 算法 设计 方法 的 一 种 。 它 通过 将 问题 划分 为 规模 更 小 的 子 问 题 , 递归 地 解决 划分 后 的 
子 问题 ， 再 将 结果 合并 从 而 高 效 地 解决 问题 。 


4.6.1 数列 上 的 分 治 法 


逆序 数 


题目 描述 请 参考 3.3 节 中 的 逆序 数 问题 。 





在 3.3 节 中 ,我们 利用 树 状 数组 在 O(n log n) 的 时 间 内 解决 了 这 个 问题 。 此 外 ， 我 们 还 可 以 通过 一 
个 完全 不 同 的 分 治 算法 在 O(n log n) 的 时 间 内 解决 这 个 问题 。 同样 的 , 我 们 要 做 的 是 统计 i<j 而 aj>a, 
的 逆序 对 (iy) 的 个 数 。 

数列 A 


[| 
v Q 
i Ea 


数列 B 数列 C 
数列 的 划分 
假设 我 们 要 统计 数列 A 中 逆序 对 的 个 数 。 如 图 所 示 , 我 们 可 以 将 数列 A 分 成 两 半 得 到 数列 B 和 数列 
C。 于 是 ,数列 A 中 所 有 的 逆序 对 必 居 下 面 三 者 其 一 。 
(1) iy 都 属于 数列 B 的 逆序 对 (iy) 
(2) 记 都 属于 数列 C 的 逆序 对 (iy) 
(3) 属于 数列 B 而 ) 属 于 数列 C 的 逆序 对 (iy) 


(1) 
o) 
6) 


三 种 逆序 对 
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所 以 ， 只 要 分 别 统计 这 三 种 逆序 对 ， 再 把 结果 加 起 来 就 好 了 。 对 于 (D) 和 (2)， 可 以 通过 递归 求 得 。 
而 对 于 (3)， 我 们 可 以 对 数列 C 中 的 每 个 数字 ， 统 计 在 数列 B 中 比 它 大 的 数字 的 个 数 ， 再 把 结果 加 
起 来 就 好 了 。 这 可 以 通过 下 面 这 样 在 归并 排序 的 同时 进行 统计 而 得 到 。 


因为 每 次 递归 数列 的 长 度 都 会 减 半 ， 所 以 递归 的 深度 为 O(log n)， 而 每 一 层 总 的 操作 都 是 O(n)， 
所 以 总 的 复杂 度 为 O(n log n)。 


typedef long long 11; 


// 输入 
vector<int> A; 


11 merge_count (vector<int> &a) { 
int n = a.size(); 
LE (n <= 1) return 0; 


LI cnt = @; 
vector<int> b(a.begin(), a.begin() + n / 2); 
vector<int> c(a.begin() + n / 2, a.end()); 


cnt += merge_count (b); // (1) 
cnt += merge_count (c); // (2) 


// 此 时 ，b 和 c 已 经 分 别 排 好 序 了 


i En 
toe ai = 0; bk = 0, ci = 0; 
while (ai < n) { 
if (bi < b.size() && (ci == c.size() || bibi] <= c[ci])) { 
a[ai++] = b[bi++]; 
else { 
cnt += n / 2 - bi; 
a[ai++] = c[ci++]; 
) 
$ 


~ 


return cnt; 


} 
void solve() { 


printf ("%$l1ld\n", merge_count (A) ) ; 
) 


在 这 类 问题 中 , 我 们 把 问题 分 割 成 更 小 的 子 问题 递归 求解 ， 再 处 理 不 同 子 问题 之 间 的 部 分 , 这 种 
算法 设计 方法 就 是 分 治 法 。 

4.6.2” 树 上 的 分 治 法 

1. 重心 分 解 (Centroid Decomposition) 

上 一 节 , 我 们 在 数列 上 运用 了 分 治 法 。 而 本 节 , 我 们 要 思考 的 分 治 法 的 运用 对 象 不 是 数列 ， 而 是 
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树 。 后 面 的 讨论 中 ,我 们 统一 用 x 表 示 数 上 节点 的 个 数 。 


对 数列 分 治 时 , 我 们 选择 了 在 数列 中 央 将 数列 二 等 分 , 可 是 对 树 应 该 如 何 分 割 才 好 呢 ? 如 果 我 们 
不 假 思索 随意 选择 顶点 或 边 进行 分 割 , 就 可 能 导致 子 问题 规模 不 均匀 , 发 生 退化 。 划 分 不 均匀 时 ， 
递归 的 深度 就 有 可 能 退化 成 0(n)， 而 问题 的 复杂 度 也 可 能 因此 变 得 很 高 。 


而 选择 使 得 删除 该 顶点 后 得 到 的 最 大 子 树 的 顶点 数 最 少 的 顶点 作为 分 割 顶 点 , 似乎 是 个 不 错 的 主 
意 。 我 们 称 这 样 的 顶点 为 重心 (Centroid )。 事 实 上 ， 删 除 重心 后 得 到 的 所 有 子 树 ， 其 项 点数 必然 
不 超过 n/2。 因 此 ， 如 果 每 次 都 选择 重心 进行 分 割 的 话 ， 那 么 每 次 树 的 大 小 也 至 少 减 半 ， 所 以 递 
归 的 深度 是 O(log n)， 可 以 保证 不 发 生 退 化 ， 从 而 进行 高 效 处 理 。 


要 证 明 重心 具有 以 上 性 质 是 很 容易 的 ， 下 面 我 们 就 来 证 明 一 下 。 选 取 任 意 顶 点 作为 起 点 , 每 次 都 
沿 着 边 向 最 大 子 树 的 方向 移动 , 最 终 一 定 会 到 达 某 个 顶点 , 将 其 删除 后 得 到 的 所 有 子 树 的 顶点 数 
都 不 超过 n/2。 如 果 这 样 的 点 存在 的 话 ， 那 么 也 就 可 以 证 明 删 除 重心 后 得 到 的 所 有 子 树 的 项 点数 
都 不 超过 n/2。 


记 当 前 顶点 为 "， 如 果 项 点 已 经 满足 上 述 条 件 则 停止 。 和 否则 ， 与 顶点 v 分 接 的 某 个 子 树 的 顶点 数 
必然 大 于 n/2。 假 设 顶点 v 与 该 子 树 中 的 顶点 w 邻 接 ， 那 么 我 们 就 把 顶点 w 作 为 新 的 顶点 v。 不 断 重 
复 这 一 步骤 ， 必 然 会 在 有 限 步 停 止 。 这 是 因为 对 于 移动 中 所 用 的 边 (v,w)， 必 有 v 侧 的 子 树 的 顶点 
数 小 于 n/2，w 侧 的 子 树 的 顶点 数 大 于 n/2， 所 以 不 可 能 再 从 w 移 动 到 v。 因 而 该 操作 永远 不 会 回 到 
已 经 经 过 的 顶点 ， 而 顶点 数 又 是 有 限 的 ， 所 以 算法 必然 在 有 限 步 停 止 。 


2. 运用 重心 分 解 的 问题 


Tree (POJ 1741) 


给 定 一 棵 nn 个 顶点 构成 的 树 。 其 中 连接 顶点 qa; 和 bi 的 边 i 的 长 度 为 i。 请 统计 最 短 距离 不 超 
过 大 的 顶点 的 对 数 。 


ARERI 


e 1&n<10000 
e 1 大 /和 1000 





IN H HI 
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n 比 较 大 ， 直 接 枚 举 所 有 顶点 对 是 行 不 通 的 ， 于 是 我 们 来 考虑 基于 分 治 法 的 算法 。 
假设 我 们 按 重心 把 树 分 成 了 若干 子 树 ， 那 么 所 要 求 的 顶点 对 必 居 下 面 三 者 其 一 。 
(1) 顶点 vw 属于 同一 子 树 的 顶点 对 (v,w) 
(2) 顶点 vw 属于 不 同 子 树 的 顶点 对 (v,w) 
(3) 顶点 s: 和 其 他 顶点 v 组 成 的 顶点 对 (s,v) 
首先 ， 对 于 第 (1) 种 情况 ， 可 以 通过 递归 得 到 。 对 于 第 (2) 种 情况 ， 于 是 从 顶点 v 到 顶点 w 的 路 径 必 
然 经 过 了 顶点 s， 只 要 先 求 出 每 个 顶点 到 s 的 距离 ， 就 可 以 轻松 统计 出 和 不 超过 K 的 顶点 对 数 。 而 


对 于 第 (3) 种 情况 ， 只 要 添加 一 个 到 s 距 离 为 0 的 顶点， 就 可 以 转 为 第 (2) 种 情况 处 理 了 。 


ü) (2) (3) 
三 种 顶点 对 

不 过 , 需要 注意 的 是 ,应 该 在 (1) 中 统计 的 属于 同一 子 树 的 顶点 对 ， 要 避免 在 (2) 中 进行 重复 统计 。 

在 下 面 的 程序 中 ， 我 们 通过 先 减 去 重复 统计 的 顶点 对 数 来 避免 这 一 问题 。 


在 递归 的 每 一 层 我 们 都 做 了 排序 ， 复 杂 度 是 O(n log n)， 而 递归 的 深度 为 O(log n)， 所 以 总 的 复杂 
度 是 O(n log? n), `” 





struct edge { int to, length; }; 
// 输入 

int N, K; 

vector<edge> G[MAX_N]; 


bool centroid[MAX_N]; // 顶点 是 否 已 经 作为 重心 删除 的 标记 
int subtree_size[MAX_N]; // 以 该 顶点 为 根 的 子 树 的 大 小 ( 查找 重心 时 使 用 ) 


int ans; // 答案 


// 计算 子 树 的 大 小 (subtree_size) 的 递归 函数 


int compute_subtree_size(int v, int p) ( 





(D 本 题 也 有 利用 合适 的 数据 结构 ， 自 底 向 上 地 合并 并 统计 的 O(nlogzn) 的 解法 。 一 一 译 者 注 


int G = 1 
for (int i = 0; i < G[v].8ize(); i++) { 
int w = G[v][i].to; 


if (w == p || centroid[w]) continue; 

C += compute_subtree_size(G[v][i].to, v); 
) 
subtree_size[v] = c; 
return c; 


) 


// 查找 重心 的 递归 函数 。t 是 整个 连通 分 量 的 大 小 。 
// 在 以 v 为 根 的 子 树 中 寻找 一 个 项 点， 使 得 删除 该 顶点 后 得 到 的 最 大 子 树 的 顶点 数 最 少 ， 
// 返回 值 为 pair (最 大 子 树 的 顶点 数 ， 顶 点 编号 ) 
pair<int, int> search centroidl(int v, int p, int t) { 
pair<int, int> res = make pair(INT MAX, -1); 
int s = 1, m= 0; 
for (int i = 0; i < G[v].size(); i++) ( 
int w = G[v][i].to; 
if (w == p || centroid[w]) continue; 


res = min(res, search_centroid(w, v, t)); 


m = max(m, subtree_size[w]); 
s += subtree_size[w]; 

) 

m = max(m, t - s); 

res = min(res, make_pair(m, v)); 

return res; 


) 
// 计算 子 树 中 的 所 有 顶点 到 中 心 的 距离 的 递归 函数 


void enumerate_paths (int v, int p, int d, vector<int> &ds) { 
ds.push_back (d) ; 
for (int i = 0; i < G@(v].sSsize(); i++) { 
int w = Giv] tos 
if (w == p || centroid[w]) continue; 
enumerate paths(w, v, d + G[v][i].length, ds); 
} 
} 


// 统计 和 不 超过 K 的 顶点 对 的 个 数 
int count_pairs (vector<int> &ds) { 
int res = 0; 
sort (ds.begin(), ds.end()); 
int j = ds.size(); 
for (int i = 0; i < ds size(}} 1+) { 
while (j > 0 && ds[il + ds[j - 1] > K) --j; 
yes += jJ = (9 5 3 2 3 eO? 77 除去 和 本 身 组 成 的 顶点 对 
return res / 2; 


} 
// 对 顶点 v 所 在 的 子 树 ， 查 找 中 心 并 分 割 求解 的 递归 函数 


void solve_subproblem(int v) { 
// 查找 重心 s 
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compute_subtree_size(v, -1); 
int s = search_centroid(v, -1, subtree_size[v]) .second; 
centroid[s] = true; 


// (1): 统计 按 顶 点 s 分 割 后 的 子 树 中 的 对 数 

for (int i = 0; i < G[s] .size(); i++) { 
if (centroid[G[s][i].to]) continue; 
solve_subproblem(G[s] [i].to); 

} 


// (2), (3): 统计 经 过 s 的 对 数 

Vector<int> ds; 

ds.push_back(0); // 包含 顶点 s 的 部 分 

for (int i = O; š < G[8] sizel); i+} ( 
if (centroid[G[s][i].to]) continue; 


vector<int> tds; 
enumerate_paths(G[s][i].to, s, G[s][i].length, tds); 


ans -= count_pairs (tds); // 先 把 会 重复 统计 的 部 分 减 掉 
ds.insert(ds.end(), tds.begin(), tds.end()); 
) 


ans += count_pairs(ds); 
centroid[s] = false; 


) 


void solve() ( 
ans = 0; 
solve_subproblem(0); 
printf("%d\n", ans); 
J) 





4.6.3 平面 上 的 分 治 ; 


最 近 点 对 问题 (UVa 10245) 


给 定 平面 上 的 n 个 点 ， 求 距离 最 近 的 两 个 点 的 距离 。 


ARER 
e 1<n< 10000 





= (0; 6; 43, 39, T89) 
(2, OTs TU; 107; T407 


< xs 
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这 是 一 道 经 典 问题 。 因 为 n 比 较 大 ， 直 接 枚 举 所 有 点 对 是 行 不 通 的 。 于 是 我 们 来 考虑 基于 分 治 法 
的 算法 。 


假设 我 们 把 所 有 点 按 x 坐 标 分 成 了 左右 两 半 ， 那 么 最 近 点 对 的 距离 就 是 下 面 二 者 的 最 小 值 。 


(1) 2 点 p 和 gq 同属 于 左 半边 或 右 半 边 时 点 对 (p, q) 的 距离 
(2) 2 点 p 和 g 属 于 不 同 区 域 时 点 对 (p, 9) 的 距离 


两 种 点 对 


首先 ， 对 于 (1) 可 以 通过 递归 计算 。 但 是 ， 对 于 (2) 该 如 何 处 理 呢 ? 事实 上 ， 如 果 直 接 处 理 的 话 ， 
并 没有 比 原文 题 简 单 多 少 , 仍然 不 好 处 理 。 不 过 ,如 果 我 们 已 经 知道 了 (1) 部 分 的 最 小 值 , 不 妨 记 
为 4， 再 考虑 下 面 的 (2')。 


(2) 2 点 p 和 9 属于 不 同 区 域 时 ， 距 离 小 于 d 的 点 对 (p, g) 的 距离 


在 (2) 的 基础 上 加 上 了 距离 小 于 4 的 限制 。 因 为 我 们 已 经 在 (1) 中 找到 了 距离 为 4 的 点 对 ， 所 以 不 需 
要 再 考虑 那么 距离 大 于 等 于 d 的 点 对 了 。 所 以 把 (2) 换 成 (2") 依 然 可 以 保证 答案 的 正确 性 。 利用 这 个 
条 件 ， 所 需 考虑 的 点 对 的 数量 也 就 减少 了 。 


首先 ， 我们 考虑 x 坐标 。 假 设 将 点 划分 为 左右 两 半 的 直线 为 !， 其 x 坐标 为 wp。 那 么 根据 (2)， 到 直 
线 ! 的 距离 大 于 等 于 4 的 点 就 没有 必要 考虑 了 。 我 们 只 需要 考虑 那些 到 直线 ] 的 距离 小 于 4 的 点 ， 也 
就 是 x 坐标 满足 xo-d<x<xotd 的 点 。 


接 下 来 , 我 们 考虑 y 坐 标 。 对 于 每 个 点 ,都 只 需 考虑 与 那些 y 坐 标 不 比 自己 大 的 点 组 成 的 点 对 。 田 
外 , 也 没有 必要 考虑 那些 ?坐标 相差 大 于 等 于 d 的 点 。 也 就 是 说 ， 对 于 y 坐 标 为 y 的 点 ,我们 只 需 与 
考虑 ?坐标 满足 yp-d<y 和 罗 的 点 组 成 的 点 对 就 足够 了 。 








对 于 点 p 所 需 考虑 的 点 的 范围 


综合 以 上 两 点 可 知 ,我 们 要 检查 的 点 都 在 zxo-dcx<xo+d 目 ?一 dc<y<) 的 矩形 区 域内 。 也 许 大 家 可 能 
担心 这 个 区 域内 会 有 过 多 的 点 需要 人 处理， 不 过 因为 这 里 的 4 不 仅 是 一 个 上 界 ， 而 且 是 由 (1) 得 到 的 
最 小 值 ， 所 以 可 以 证 明 该 区 域内 的 点 不 会 太 多 。 


因为 4 是 (1) 中 的 最 小 值 ， 所 以 同属 左 半 边 的 点 ， 还 有 同属 右 半边 的 点 ， 其 距离 都 不 小 于 4d。 因 此 ， 
把 待考 虑 的 矩形 区 域 分 成 左右 两 个 正方 形 后 ， 每 个 正方 形 内 至 多 只 包含 三 个 点 。 所 以 可 以 证 明 ， 
在 该 矩形 区 域内 ， 除 去 p 以 外 ， 至 少 还 有 3x2-1， 即 5 个 点 。” 


为 了 实现 按 x* 坐 标 划 分 ,我 们 可 以 在 开始 时 先 将 所 有 点 按 x 坐 标 排序 。 另 一 方面 ， 为 了 更 高 效 地 检 
查 对 应 矩形 区 域内 的 点 ， 在 (2") 的 处 理 之 前 ,我 们 要 把 所 有 待考 虑 的 点 按 y 坐 标 排序 。 为 此 ,我们 
在 递归 处 理 的 同时 ， 按 ?坐标 进行 归并 排序 。 


这 样 ， 递 归 的 深度 为 O(log n)， 而 每 一 层 有 O(n) 个 操作 ， 所 以 总 的 复杂 度 是 O(n log n) ° 


typedef pair<double, double> P; // first 保 存 x 坐 标 ，second 保 存 y 坐 标 


// 输入 
int N; 
P A[MAX_N]; 


// 用 于 按 y 坐 标 归并 的 比较 函数 
bool compare_y(P a, P b) ( 
return a.second < b.second; 


) 


// 传 入 的 a 已 经 按 x 坐 标 排 好 序 了 

double closest_pair(P *a, int n) ( 
if (n <= 1) return INF; 
int ms mn Z 23 
double x = a[m].first; 


Q 事实 上 我 们 无 须 考虑 在 与 p 同 侧 的 正方 形 内 的 点 ， 不 过 考虑 了 也 不 影响 结果 ， 且 实现 起 来 更 方便 。 
@ 本 题 也 有 利用 合适 的 数据 结构 ， 进 行 平面 扫描 的 O(nlogn) 的 解法 。 
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double d = min(closest_pair(a, m), closest_pair(a + m, n - m)); 
inplace_merge(a, a + m, a + n, compare_y); // 归并 两 个 排 好 序 的 数列 


// 此 时 ，a 已 经 按 Y 坐 标 排 好 序 了 


7 (v) 
vector<P> b; // 将 到 直线 的 距离 小 于 d 的 顶点 加 入 
for (Int É = D> 1 < ñ; it) 4 

if (fabs(a[i].first - x) >= d) continue; 


// 从 后 往 前 检查 b 中 Y 坐 标 相 差 小 于 da 的 点 


for (int j = 0; j < b.size(); j++) { 
double dx = a[i].first - b[b.size() - j - 1].first; 
double dy = a[i].second - b[b.size() - j - 1].second; 


if (dy >= d) break; 
d = min(d, sqrt(dx * dx + dy * dy)); 
) 
b.push_back(a[i]); 
) 


return d; 


) 


void solve() ( 
sort(A, A + N); // 按 x 坐标 排序 
printf("%f\n", closest_pair (A, N)); 
) 


£ OD) 
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啦 由 于 字符 串 是 信息 最 自然 的 表现 形式 之 一 ,， 有 许多 相关 的 问题 , 也 有 许多 的 相关 的 算法 。 本 节 
将 要 介绍 有 关 字 符 串 的 动态 规划 算法 、 字 符 串 匹配 和 后 组 数组 。 

4.7.1 字符 串 上 的 动态 规划 算法 

1. 单字 符 串 的 情况 


禁止 字符 中 


考虑 只 由 'A','G','C','T' 四 种 字符 组 成 的 DNA 字符 串 。 给 定 一 个 长 度 为 大 的 字符 串 $。 请 计算 
长 度 恰 好 为 n 且 不 包含 5 的 字符 串 的 个 数 。 输 出 个 数 mod 10009 后 的 结果 。 


由 限制 条 件 


e I<k<100 
e | <n=< 10000 














首先 ， 我 们 来 考虑 生成 所 有 满足 条 件 的 字符 串 这 一 直观 的 解法 。 字 符 串 的 个 数 可 能 高 达 4 ， 这 显 
然 是 行 不 通 的 。 接 下 来 ， 与 其 在 生成 字符 串 后 再 判断 它 是 否 包含 9， 不 如 在 穷竭 搜索 的 过 程 中 ， 
每 在 末尾 加 一 个 字符 ， 都 确保 其 最 后 k 个 字符 不 等 于 S$。 可 以 发 现 最 后 k 个 字符 之 前 的 字符 对 以 后 
的 搜索 并 无 影响 。 所 以 ,我 们 可 以 以 剩余 字符 的 个 数 和 最 后 -1 个 字符 为 状态 进行 动态 规划 。 
这 样 的 状态 数 依然 高 达 4"'。 不 过 ， 事实 上 可 以 将 其 中 的 许多 状态 看 作 是 等 价 的 ， 从 而 大 大 减少 
所 需 的 状态 数 。 首 先 , 我 们 以 S 等 于 "ATCG" 为 例 进 行 分 析 。 动 态 规划 的 状态 是 字符 的 个 数 和 最 后 
3 个 字符 。 
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壁 如 说 , 我 们 可 以 将 最 后 三 个 字符 为 "TTA" 的 状态 和 "CCA" 的 状态 看 作 是 等 价 的 , 这 是 因为 'A' 是 5 
的 第 一 个 字符 ， 所 以 "TT" 或 "CC" 这 两 个 字符 对 以 后 是 否 出 现 S 并 无 影响 。 同 理 可 知 ， 对 于 以 'A' 
结尾 的 状态 ，'A' 前 面 的 字符 是 什么 并 不 重要 。 由 此 可 知 ， 我 们 可 以 将 "**A" ( “代表 任意 一 个 字 
符 ) 看 作 一 个 状态 。 


以 人 T' 结 尾 的 状态 又 如 何 呢 ?T' 是 5 的 第 二 个 字符 。 因 此 要 使 该 字符 对 5 的 出 现 有 影响 ,其 前 面 的 字 
符 必须 是 'A'， 并 且 同 之 前 分 析 的 一 样 ， 再 前 面 的 字符 是 什么 并 无 影响 。 所 以 ， 可 以 将 "*AT" 看 作 
一 个 状态 。 而 如 果 人 T' 前 面 的 字符 不 是 'A' 的 话 ， 那 么 这 个 人 T' 也 可 以 无 视 。 


综合 以 上 分 析 ， 我 们 知道 最 初 的 4 种 状态 ， 可 以 归纳 为 以 下 4 种 
m A ATI WATGY 其 他 
也 就 是 把 所 生成 字符 串 的 后 缀 和 的 前 缀 相 匹 配 的 长 度 作为 状态 。 所 以 ， 状 态 总 数 只 有 Kk 个。 


接 下 来 ,我 们 来 考虑 一 个 更 为 复杂 的 例子 ， 令 8 等 于 "ATCATCG"。 此 时 ， 有 个 地 方 需要 稍微 注意 
一 下 。 简 单 地 像 前 面 一 样 处 理 的 话 ， 将 得 到 "ATCATC" 和 "***ATC" 这 两 个 状态 。 如 果 我 们 对 
"**x*ATC" 的 前 3 个 字符 不 加 任何 限制 的 话 ， 那 么 就 发 生 了 以 "ATCATC" 结 尾 的 状态 ,同时 属于 这 
两 个 状态 这 一 奇怪 现象 。 不 过 ， 要 解决 这 一 问题 也 很 容易 。 最 初 我 们 引入 “时 ， 是 用 于 代替 那些 
已 知 对 以 后 是 否 出 现 $ 无 影响 的 字符 。 对 于 "ATCATC"， 如 果 下 一 个 字符 是 'G' 的 话 ， 就 得 到 了 5， 
对 5S 的 出 现 是 有 影响 的 。 所 以 "ATCATC" 不 应 该 属于 "***ATC"。 


将 这 个 一 般 化 就 会 发 现 ， 状 态 应 该 是 所 生成 字符 串 的 后 级 和 S 的 前 级 相 匹 配 的 长 度 ， 只 不 过 当 有 
多 种 匹配 时 ， 应 当选 择 最 长 的 作为 状态 。 


为 了 让 动态 规划 算法 部 分 更 加 高 效 , 下 面 的 程序 预先 处 理 出 了 从 某 个 状态 添加 某 个 字符 后 的 状态 
转移 表 , 然后 利用 该 表 完 成 动态 规划 。 预 处 理 部 分 的 复杂 度 是 O(K), 动态 规划 的 复杂 度 是 O(kn)。 


const char *AGCT = "AGCT"; 
const int MOD = 10009; 


// 输入 
int N, K; 


string Š; 


int next[MAX_K][4]; // 添加 某 个 字符 后 转移 到 的 状态 
int dp[MAX N + 1] [MAX _K]; 


void solve() { 


// 预 处 理 
for Goe 4 = 0 i < Ky Irt f 
for tint 39 s 0z J < dp Jtt) X 


// 在 S 长 度 为 1 的 前 级 后 添加 一 个 字符 
string s = S.substr(0, i) + AGCT[j]; 
// 反复 删除 第 一 个 字符 ， 直 到 成 为 S 的 前 组 





370 BAF 登峰造极 一 高 级 篇 
while (S.substr(0, s.length()) != s) ( 


s = s.substr(1); 
) 
next[i][j] = s.length(); 


) 
) 
// 动态 规划 边界 的 初 值 
dp[0][0] = 1; 
for (int i = l; i < K; i++) dp[0][i] = 0; 
// 动态 规划 


far Gnt E = Uy t < N Eti < 
for (int i = 0; i < K; i++) dpe + 11131] = Q; 


for (int 1 = 0z i< K; i++) 4 
for (int J = 0; 3 < &; J++) Í 


int ti next [i] [j]; 

if (ti == K) continue; // 不 允许 出 现 S 

apit + 1] [ti] = (dapit + 1JD65T + dp r[t][E]) $ MOD; 

} 
} 

} 
int ans = 0; 
for (int i = 0; i < K; i++) ans = (ans + dp[N][i]) $ MOD; 
printf("%d\n", ans); 


2. 多 字符 串 的 情况 


DNA Repair (POJ 3691) 


考虑 只 由 'A','G','C','T' 四 种 字符 组 成 的 DNA 字符 串 。 给 定 一 个 原 字 符 串 S, # n AERA 
字符 串 Pi, Pae, Ps。 请 修改 字符 串 8,， 使 得 其 中 不 包含 任何 禁止 模式 。 每 次 修改 操作 只 能 将 
S 中 的 某 个 字符 修改 为 其 他 字符 。 如 果 不 存在 这 样 的 修改 ， 请 输出 -1， 和 否则， 输出 所 需 的 最 
少 修改 回 数 。 


出 限制 条 件 

e 1<|S|< 1000 
e 1<n<50 

e 1<|P|<20 





S = "AAAG", P = ("AAA", "AAG") 
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这 个 问题 看 起 来 与 前 面 的 问题 很 相似 。 所 以 我 们 考虑 从 左 向 右 修改 , 依然 以 已 修改 到 的 位 置 和 对 
应 的 后 级 为 状态 进行 动态 规划 。 只 不 过 与 前 面 不 同 的 是 , 这 里 禁止 出 现 的 字符 串 不 只 一 个 , 而 是 
有 多 个 。 那 么 应 该 用 哪些 状态 来 表示 后 级 才 好 呢 ? 


实际 上 ， 这 并 不 难 。 在 前 面 的 问题 中 ， 我们 取 字 符 串 $ 的 所 有 前 缀 为 状态 ,这 里 也 只 要 取 所 有 字 
符 串 P 的 所 有 前 级 为 状态 就 好 了 。 不 过 需要 注意 的 是 , 我 们 可 能 从 不 同 的 字符 串 得 到 相同 的 前 级 。 
壁 如 说 ，"AA" 既 是 "AAA" 的 前 级 ， 也 是 "AAG" 的 前 级。 在 "AA" 后 面 添 加 'A' 可 以 得 到 "AAA"， 添 
加 'G' 则 会 得 到 "AAG"。 因 此 ， 需 要 把 像 "AA" 这 样 的 多 个 字符 串 的 公共 前 级 作为 同一 个 状态 进行 
正确 地 处 理 。 


与 前 面 的 问题 一 样 ， 下 面 的 代码 中 ， 首 先是 预 处 理 出 状态 及 其 转移 关系 ， 然 后 再 进行 动态 规划 。 
预 处 理 的 复杂 度 是 O(n?PtnBlog(n)))， 动 态 规划 的 复杂 度 是 O(n1|S|))， 其 中 /表示 P, 的 最 大 长 度 。 





const char *AGCT = "AGCT"; 


// 输入 
int N; 
string S, P[MAX_N]; 


// 预 处 理 得 到 的 数据 
int next [MAX_STATE] [4]; // 添加 某 个 字符 后 转移 到 的 状态 
bool ng[MAX_STATE]; // 是 否 是 禁止 转移 到 的 状态 


int dp[MAX_LEN_S + 1] [MAX_STATE]; 
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void solve() ( 
// 首先 枚 举 出 所 有 的 字符 串 前 组 
vector<string> pfx; 
for (int i = 0; i < N; i++) { 
for lint j = Or $ <= PT31T,Tengthis J+) + 
pfx.push_back(P[i].substr(0, j)); 
} 
} 
// 排序 并 去 重 
sort (pfx.begin(), pfx.end()); 
pfx.erase(unique (pfx.begin(), pfx.end()), pfx.end()); 
int K = pfx.size(); 


// 计算 各 个 状态 的 相关 信息 
för (int i = Oy i < K; i++} { 


// 如 果 后 缓和 禁止 模式 匹配 的 话 ， 就 是 禁止 转移 到 的 状态 


ng[i] = false; 
for (int j = 07 j < N; j++) { 
ng[i] |= P[j].length() <= pfx[i].length() 


&& pfx[i].substr(pfx[i].length() - P[jl].length(), P[j].length()) == P[j]; 
) 
fór (üt j = D; j < £ 344F) í 
// 添加 一 个 字符 后 得 到 的 字符 串 
string s = pfx[i] + AGCT[j]; 
// 反复 删除 第 一 个 字符 ， 直 到 等 于 某 个 状态 的 字符 串 ， 该 状态 就 是 转移 到 的 状态 
int k; 
ro (¿y ` 
k = lower_bound(pfx.begin(), pfx.end(), s) - pfx.begin(); 
if (k < K && pfx[k] == s) break; 
s = s.substr(1); 
) 
next[i][j] = k; 


) 


// 动态 规划 的 边界 初 值 
dp[0][0] = 1; 
for (int i = 1; i < K; i++) dp[0] [i] 
// 动态 规划 
for (int t= 0; t < S.lengthl(); tty í 
for (int i = 0; ií < K+; ++i) dp[t + 11[i] = INF; 


0; 


for tint i = Q; % < Kk iet) ( 
if (ng[i]) continue; 
for (int j = 0; j < 4; j++) ( 
int k = next[i][3]; 
dp[t + 1][k] = min(dp[t + 1][k], dp[t][i] + (S[t] == AGCT[j] ? 0 : 1)); 
) 


) 


int ans = INF; 
for (int í = 0; i < K; ++i) { 
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if (ng[i]) continue; 
ans = min(ans, dp[S.length()][i]); 
) 
if (ans == INF) puts(*-1%); 
else printf("%d\n", ans); 
} 





像 这 样 以 字符 串 的 前 缓 为 状态 的 动态 规划 ， 也 被 称 为 Trie 上 的 动态 规划 。 所 谓 Trie， 指 的 是 某 
个 字符 串 集合 对 应 的 形 如 下 图 的 有 根 树 。 树 的 边 上 对 应 有 一 个 字符 ,每 个 顶点 代表 从 根 到 该 节 
点 的 路 径 所 对 应 的 字符 串 。 其 中 双 贺 圈 表 示 顶 点 所 代表 的 字符 串 是 实际 字符 串 集合 的 元 素 。 





Trie 


虽然 在 程序 设计 竞赛 中 并 非 非 用 不 可 ,但 我 们 可 以 把 Trie 当 作 一 个 高 效 维护 字符 串 集合 的 数 
据 结构 。 比 如 说 ， 如 果 利 用 二 又 查找 树 来 维护 n 个 字符 囊 的 话 ， 查 找 长 度 为 /的 字符 串 的 复杂 
度 为 O(11log n)， 而 换 作 Trie 则 只 要 O(1)。 前 面 的 动态 规划 的 状态 ， 也 正 对 应 于 Trie 中 的 顶点 ， 
顺带 一 提 ，Trie 读 作 “try”。 





专栏 更 加 高 效 地 完成 字符 串 DP ee By 
这 里 介绍 的 两 道 题 ,都 包含 计算 状态 转移 关系 的 预 处 理 。 如 果 利 用 KMP 算法 或 Aho-Corasick 
算法 等 字符 串 匹 配 算法 进行 预 处 理 的 话 ， 则 可 以 在 字符 串 长 度 ( 多 字符 串 时 则 是 长 度 之 和 ) 
的 线性 时 间 内 计算 出 这 个 转移 关系 。 


47.2 字符 串 匹 配 


寻找 字符 串 S 中 字符 串 7 出现 的 位 置 或 次 数 的 问题 属于 字符 串 匹 配 问题 ,我 们 在 接 下 来 的 讨论 中 假 
设 $ 的 长 度 为 2?，7 的 长 度 为 m。 最 朴素 的 想法 是 ， 枚 举 所 有 起 始 位 置 ， 再 直接 检查 是 否 匹 配 ， 复 
杂 度 为 O(nm) 的 算法 。 还 有 几 个 更 为 高 效 的 算法 。 而 在 此 我 们 只 介绍 实现 起 来 较为 容易 ， 而 在 一 
些 稍 作 变 化 的 问题 中 同样 适用 ， 并 且 可 以 简单 地 推广 到 二 维 情况 的 哈 希 算法 "。 


D 哈 希 也 叫做 散 列 。 一 一 译 者 注 
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将 哈 希 算法 用 于 字符 算 匹 配 的 原理 非常 简单 。 对 于 每 个 起 始 位 置 , 我 们 不 是 O(m) 地 直接 比较 字符 
串 是 否 匹 配 , 而 是 O(D) 地 比较 长 度 为 m 的 字符 串 子 串 的 哈 希 值 与 7 的 哈 希 值 是 否 相等 。 虽然 即使 哈 
希 值 相等 字符 串 也 未 必 相 等 , 但 如 果 哈 希 值 是 随机 分 布 的 话 , 不 同 的 字符 串 哈 希 值 相等 的 概率 是 
很 低 的 ， 可 以 当 作 这 种 情况 不 会 发 生 "。 


但 是 ,如 果 我 们 采用 O(m) 的 算法 计算 长 度 为 m 的 字符 串 子 串 的 哈 希 值 的 话 , 那 复 杂 度 还 是 O(nm)。 
这 里 我 们 要 使 用 一 个 叫做 深 动 哈 希 的 优化 技巧 。 选取 两 个 合适 的 互 素 常数 b 和 h(1<b< 凡 ,假设 字符 
串 C=cic2…cm， 定 义 哈 希 函数 


H(O=(cb™ ceb" tesb™ 34 +e,b)) mod h 


其 中 b 是 基数 ， 相 当 于 把 字符 串 看 作 4b 进 制 数 。 这 样 ， 字 符 串 S=s1s2…s; 从 位 置 kt+1 开 始 长 度 为 m 的 
字符 串 子 串 S[k+1..ktm] 的 哈 希 值 ， 就 可 以 利用 从 位 置 始 的 字符 串 子 串 S[k..ktm-1] 的 哈 希 值 ， 
直接 进行 如 下 计算 。 


H(S[k+-1..k+m])=(H(S[k..k+-m—1]) xb-sib"tsi) mod h 


于 是 , 只 要 不 断 这 样 计算 开始 位 置 右 移 一 位 后 的 字符 串 子 串 的 哈 希 值 , 就 可 以 在 O(n) 时 间 内 得 到 
所 有 位 置 对 应 的 哈 希 值 ， 从 而 可 以 在 O(nt+m) 时 间 内 完成 字符 串 匹 配 。 在 实现 时 ， 可 以 用 64 位 无 
符号 整数 计算 哈 希 值 ， 并 取 h 等 于 2”， 通 过 自然 溢出 省 去 求 模 运算 。? 


typedef unsigned long long ull; 
const ull B = 100000007; // 哈 希 的 基数 


// a 是 否 在 b 中 出 现 

bool contain(string a, string bD) { 
int al = a.length(), bl = b.length(); 
if (al > bl) return false; 


// 计算 B 的 al 次 方 
dd ta fy 
for (int i = 0; i < al; i++) t *= B; 


// 计算 a 和 b 长 度 为 al 的 前 缓 对 应 的 哈 希 值 

ull ah = 0, bh = 0; 

for lint i= O; í < al; ist) apb = ah *' 8 2 a[l]i 
ror (nt is Ds Se gl: detl bh = bh * É * bT2]2 


D 虽然 在 许多 实际 应 用 中 ,这 种 “能 鸟 法 ”确实 行 得 通 ， 但 需要 注意 的 是 ， 哈 希 值 发 生 冲 突 的 概率 也 许 比 直观 想象 中 来 
得 高 。 根 据 生 日 攻击 理论 ， 对 于 哈 希 值 在 [0, n) 均 匀 分 布 的 哈 希 函数 ， 首 次 冲突 发 生 的 期 望 不 是 O(n)， 而 是 O(Vn) 。 
在 选取 哈 希 算法 参数 时 ， 可 以 把 这 一 结论 作为 一 个 参考 。 译 者 注 

@ 这 种 利用 滚动 哈 希 的 字符 串 匹 配 算法 叫做 Rabin-Karp 算 法 。 不 过 ， 原 本 的 Rabin-Karp 算 法 在 哈 希 值 相 等 时 ， 还 要 用 传 
统 的 字符 串 比较 算法 来 判断 字符 串 是 否 相 等 。 而 在 程序 设计 竞赛 中 , 往往 会 特意 准备 一 些 出 现 大 量 相等 情况 的 测试 数 
据 。 如 果 一 一 检查 的 话 ， 就 会 导致 复杂 度 退 化 成 O(nm)。 而 不 同 字符 串 的 哈 希 值 发 生 冲 突 的 概率 非常 低 ， 通 常 可 以 忽 
视 。 因 此 ， 在 程序 设计 竞赛 中 ， 我 们 通常 只 比较 哈 希 值 ， 而 不 再 做 朴素 的 检查 。 
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// 对 b 不 断 右 移 一 位 ， 更 新 哈 希 值 并 判断 

for (int i = 0; i + al <= bl; i++) { 
if (ah == bh) return true; // b 从 位 置 t 开 始 长 度 为 al 的 字符 串 子 串 等 于 a 
if (i + al < b1) bh = bh * B + b[i + al] - b[i] * t; 

) 


return false; 


当然 ,不光 是 右 移 一 位 ， 对 于 左 移 一 位 、 左 端 或 右 端 加 长 一 位 或 是 缩短 一 位 的 情况 ,也 能 够 进行 
类 似 处 理 。 璧 如 说 , 假设 要 求 $ 的 后 级 和 7 的 前 缀 相等 的 最 大 长 度 , 也 可 以 利用 滚动 哈 希 在 OU(z+z) 
的 时 间 内 高 效 地 求 得 。? 


typedef unsigned long long ull; 
const ull B = 100000007; // 哈 希 的 基数 


// ”a 的 后 组 和 b 的 前 组 相等 的 最 大 长 度 
int overlap(string a, string b) { 
int al = a.length(), bl = b.length(); 
int ans = 0; 
ull ah = 0, bh = 0, t = 1; 
for (int ií = 1; i <= miñn(al, Dl); i++) ( 
ah = ah + a[al - i] * t; // a 的 长 度 为 i 的 后 缓 的 哈 希 值 
bh = bh * B + b[i -1];  // b 的 长 度 为 i 的 前 级 的 哈 项 值 
if (ah == bh) ans = i; 
t *= B; 
) 


return ans; 


星座 (POJ 3690) 


给 定 一 个 由 '*' 和 '0' 组 成 的 ， 大 小 为 NXM (和 N 行 M 列 ) 的 匹配 对 象 和 了 个 大 小 为 PxQ 的 匹配 
模式 。 请 输出 在 匹配 对 象 中 至 少 出 现 过 一 次 的 匹配 模式 的 个 数 。 


在 限制 条 件 

e 1<N, M<1000 
e 1<T=<100 

e 1<P, Q<50 





(D 本 题 也 可 以 用 KMP 算 法 解决 。 





N=M=3, P=Q=2, T=2 


匹配 对 象 : 
*00 
0** 
*00 


匹配 模式 : 


** 六 0 


00 mit 


输出 
1 (只 有 第 一 个 模式 ) 


这 里 要 做 的 不 是 字符 串 匹 配 , 而 是 二 维 网 格 的 匹配 , 同样 可 以 运用 循环 哈 希 。 首 先 把 每 一 行 看 成 
一 个 字符 串 ,计算 从 每 个 位 置 开始 长 度 为 0 的 字符 串 子 串 的 哈 希 值 。 然 后 再 把 得 到 的 哈 希 值 在 列 
方向 看 成 一 个 字符 串 ， 计 算 从 每 个 位 置 开始 长 度 为 P 的 字符 串 子 串 的 哈 希 值 。 这 样 ， 我 们 高 效 地 
计算 得 到 了 所 有 PxO 的 子 阵 的 哈 希 值 。 在 两 次 哈 希 值 的 计算 中 ,我们 选用 了 不 同 的 基数 。” 


oio 


计算 二 维 网 格 的 哈 希 值 


typedef unsigned long long ull; 


// 输入 
ine N; M, TV P. W; 
char field[MAX_SIZE] [MAX_SIZE]; // 匹配 对 象 


char patterns [MAX_T] [MAX_SIZE] [MAX_SIZE]; // 匹配 模式 
ull hash[MAX_SIZE] [MAX_SIZE], tmp [MAX_SIZE] [MAX_SIZE]; 
// 计算 a 的 所 有 PxQ 子 阵 对 应 的 哈 希 值 


void compute_hash (char a[MAX_SIZE] [MAX_SIZE], int n, int m) { 


D 本 题 也 可 以 用 Aho-Corasick 算 法 解决 。 


47 华丽 地 处 理 字符 串 


const ull B1 
const ull B2 


9973; 
100000007; 


"I 


uli ti = 1; 77 BI 的 Q 交 方 
for (int j = 0; j < Q; j++) tl *= B1; 


// 按 行 方向 计算 哈 希 值 
for (int i= O; í < n; i++) 4 
ulii e = 05 
for (int j = 0; j < Q; j++) e = e * B1 + a[i][j]; 


for (int j = 0; j + nm j++) í 
tmp[i] [j] = e; 
if (j +Q<m) e = e * B1 - t1 * a[i][j] + a[i][j + Q]; 
) 
J 


ull t2 = 1; // B2 的 B 次 方 
for (inte i = 0 i < P+ i++) t2 *= B2; 


// 按 列 方向 计算 哈 希 值 
for (int j = 0; j + Q <= m; j++) { 
ull e = 0; 
for (int i = 0; i < P; i++) e = e * B2 + tmp[i] [j]; 


for tint i = 0; i + P <= n; i++) { 

hash[i] [j] = e; 

if (i + P < n) e = e * B2 - t2 * tmp[i][j] + tmp[i + P][3j]; 
} 


} 


void solve() { 
// 将 所 有 模式 的 哈 希 值 放 入 multiset 中 
multiset<ull> unseen; 
fór (int k = OF k < Te ktt) 4 
compute_hash (patterns[k], P, Q); 
unseen. insert (hash[0] [0]); 
} 


// 将 出 现 的 哈 希 值 从 multiset 中 删除 
compute_hash (field, N, M); 
för tine i = Oz: i $ P es Ni ire i 
for (int j = 0; j + Q <= M; j++) ( 
unseen.erase (hash[i] [j]); 
} 
} 


// 通过 相 减 得 到 出 现 的 模式 的 个 数 
int ans = T - unseen.size(); 
printf ("%d\n", ans); 


377 
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高 级 篇 
473 ”后 缀 数组 


字符 串 后 缀 ( Suffix ) 指 的 是 从 字符 串 的 某 个 位 置 开始 到 其 末尾 的 字符 串 子 串 。 我 们 认为 原 串 和 
空 串 也 是 后 缀 。 反 之 ， 从 字符 串 开 头 到 某 个 位 置 的 字符 串 子 串 则 称 为 前 缀 。 


后 级 数组 ( Suffix Array ) 指 的 是 将 某 个 字符 串 的 所 有 后 绥 按 字典 序 排序 后 得 到 的 数组 。 不 过 数组 
中 并 不 需要 直接 保存 所 有 的 后 绥 字 符 串 ， 只 要 记录 对 应 的 起 始 位 置 就 好 了 。 下 文中 , 我们 用 S[i..] 
来 表示 字符 串 S 从 位 置 开 始 的 后 组 。 


"abracadabra" 对 应 的 后 缀 数组 sa 





sassa “== m. PEN EEA EES 


后 级 数组 不 但 能 够 高 效 计算 得 到 ， 而 且 能 够 用 于 解决 许多 问题 ， 是 非常 强 有 力 的 工具 。 
1. 后 缀 数组 的 计算 


假设 我 们 要 计算 长 度 为 n 的 字符 串 $ 的 后 级 数组 。 最 朴素 的 做 法 就 是 直接 把 所 有 后 缀 进行 排序 , 将 
n 个 长 度 为 O(n) 的 字符 串 进行 排序 的 复杂 度 为 O(n*logn)。 而 如 果 灵 活 运 用 所 有 的 字符 串 都 是 5 的 后 
缀 这 一 性 质 ， 就 可 以 得 到 更 高 效 的 算法 。 下 面 就 给 大 家 介绍 其 中 较为 简单 的 一 种 一 一 由 Manber 
和 Myers 发 明 的 O(n log? nn) 复 杂 度 的 算法 。 


该 算法 的 基本 思想 是 倍增 。 首 先 计算 从 每 个 位 置 开始 的 长 度 为 2 的 子 串 的 顺序 ， 再 利用 这 个 结果 
计算 长 度 为 4 的 子 串 的 顺序 ， 接 下 来 计算 长 度 为 8 的 子 串 的 顺序 ， 不 断 倍增 ， 直 到 长 度 大 于 等 于 n 
就 得 到 了 后 缀 数组 。 下 面 , 我们 用 S[i, 如 来 表示 从 位 置 开 始 的 长 度 为 的 字符 串 子 串 。 其 中 ， 当 从 
位 置 开 始 ， 剩 余 字 符 不 足 k 个 时 ， 表 示 的 是 从 位 置 开 始 到 字符 串 末 尾 的 子 串 。 





[ra] 
长 度 为 1 长 度 为 2 长 度 为 4 
计算 abracadabra 的 后 缀 数组 的 过 程 
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要 计算 长 度 为 2 的 子 串 的 顺序 ， 只 要 排序 两 个 字符 组 成 的 数 对 就 好 了 。 现 在 假设 已 经 求 得 了 长 度 
为 的 子 串 的 顺序 ， 要 求 长 度 为 2k 的 子 串 的 顺序 。 记 rankx(i) 为 SLi, 如 在 所 有 排 好 序 的 长 度 为 的 子 
串 中 是 第 几 小 的 。 要 计算 长 度 为 2k 的 子 串 的 顺序 , 就 只 要 对 两 个 rank 组 成 的 数 对 进行 排序 就 好 了 。 
我 们 通过 对 rankx(i) 与 rankx(i+h) 的 数 对 和 rankx0) 与 rankx(j+h) 的 数 对 的 比较 来 替代 对 S[i, 2 和 和 SD, 2k] 
的 直接 比较 。 因 为 比较 rankx(i) 和 rank() 就 相当 于 比较 Sfi, KASY, 各， 比较 rankx(i+h) 和 rankj(j+h) 就 
相当 于 比较 STitk, 和 和 SD+k, 各 。 所 以 ,我 们 可 以 这 样 高 效 地 比较 长 度 为 2k 的 子 串 ， 并 将 它们 
排序 。 


排序 时 ， 用 长 度 为 2 的 rank 的 数 对 的 
第 几 小 Re 
+ 


[TS | raran 


l ese 





首先 排序 长 度 为 2 的 子 串 再 利用 其 结果 对 长 度 为 4 的 子 串 进 行 排序 
利用 长 度 为 2 的 顺序 计算 长 度 为 4 的 顺序 


iat pu. ki 
int rank[MAX_N + 1]; 
int tmp[MAX_N + 1]; 


// 比较 (rank[i], rank[i + k]) 和 (rank[j], rank[j + k]) 
bool compare_salint i, int j) { 


if (rank[i] != rank[j]) return rank[i] < rank[j]; 
else ( 

int ri siw k <a mi 9 mankəlk + Kk] z =l 

int rj = j + k <= m ? rank[j + k] : -1; 


return ri < rj; 
) 
) 


// 计算 字符 串 S 的 后 组 数组 
void construct_sa(string S, int *sa) { 
n = S.length(); 


// 初始 长 度 为 1，rank 直 接 取 字符 的 编码 
fog Unt i = 0i k <= mh It) X 
galili = k; 
zanki] = 3 <. aS] p <D: 


} 


// 利用 对 长 度 为 k 的 排序 的 结果 对 长 度 为 2k 的 排序 
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for (k = 1; K-<= n; K we Zy { 
sort(sa, sa + n + 1, compare_sa); 


// 先 在 tmp 中 临时 存储 新 计算 的 rank， 再 转 存 回 rank 中 
tmp[sa[0]] = 0; 
for Goti = ls š em i) Ç 


tmp[sa[i]] tmp[sa[i - 1]] + (compare_sa(sa[i - 1], sa[i]) ? 1 : 0); 
} 
for (int í = Oz x <= n: TR) { 

rank[i] = tmp[i]; 


) 
J: 
) 


此 外 还 有 许多 不 同 的 计算 后 缀 数组 的 算法 。 辟 如 说 像 SA-IS 这 样 线 性 复杂 度 的 高 效 算法 等 。 不 过 
在 程序 设计 竞赛 中 ， 多 数 情 况 下 使 用 上 述 的 算法 就 足够 了 。 


2. 基于 后 缀 数组 的 字符 串 匹 配 


后 绥 数 组 最 基本 的 应 用 便 是 字符 中 匹配 了 。 假 设 已 经 计算 好 了 字符 串 $ 的 后 缀 数组， 现在 要 求 字 
符 串 7 在 字符 串 $ 中 出 现 的 位 置 ， 只 要 通过 二 分 搜索 就 可 以 在 O( Tilogls) 时 间 完 成 。 当 | 比较 大 时 ， 
比 前 面 介 绍 的 O(T+IS) 的 算法 更 为 高 效 ， 所 以 需要 对 同样 的 字符 串 做 多 次 匹配 时 ， 该 算法 更 有 
优势 。 

bool contain(string S, int *sa, string T) ( 


int a = 0, b = S.length(); 
while (b - a > 1) ( 


int @ = qa + 5) / 2: 
// 比较 S 从 位 置 sa[c] 开 始 长 度 为 | 了 | 的 子囊 与 T 
if (S.compare(sa[c], T.length(), T) < 0) a = c; 


else b = c; 
) 
return S.compare(sa[b], T.length(), T) == 0; 
) 


3. 后 组 数组 的 应 用 


Sequence (POJ 3581) 


给 定 入 个 数字 组 成 的 序列 41, Ay... Ano 其 中 省 比 其 他 数字 都 大 。 现 在 要 把 这 个 序列 分 成 三 
段 ， 并 将 每 段 分 别 反 转 ， 求 能 得 到 的 字典 序 最 小 的 序列 是 什么 ”要 求 分 得 的 每 段 都 不 为 空 。 


省 限制 条 件 
e N<200000 
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输入 
N = 5 
A, = (10, 1, 2, 3, 4) 





输出 


š 007 





首先 , 确定 第 一 段 的 分 割 位 置 是 比较 简单 的 。 由 于 有 41 比 其 他 数字 都 大 这 一 条 件 , 确定 第 一 段 的 
分 割 位 置 时 只 需 考虑 第 一 段 就 足够 了 。 简 单 来 讲 ， 就 是 只 需 选择 反 转 之 后 字典 序 最 小 的 前 缀 就 好 
了 。 这 等 价 于 求 反 转 后 的 字符 串 中 字典 序 最 小 的 后 缀 ， 利 用 后 级 数组 即 可 轻松 解决 。 


然后 ， 把 剩余 部 分 分 割 成 两 段 。 不 过 这 次 这 两 部 分 不 是 独立 的 ,不 能 光 比较 前 半 部 分 的 字典 序 取 
其 中 最 小 者 。 不 过 , 将 序列 分 割 成 两 段 再 分 别 反 转 得 到 的 序列 ， 可 以 看 作 是 将 两 个 原 序列 拼接 得 
到 的 新 序列 中 的 某 个 子 串 反 转 后 得 到 的 序列 ， 请 参见 下 图 。 因 此 ， 只 要 计算 新 序列 反 转 后 的 后 绥 
数组 ， 在 从 中 选取 字典 序 最 小 的 合适 的 后 组 就 好 了 。 


1 2 





将 两 个 原 序列 拼接 得 到 的 新 序列 


// 输入 
int N, A[MAX_N]; 


int rev[MAX_N * 2], sa[MAX_N * 2]; 


void solve() ( 
// 将 R 反 转 ， 并 计算 其 后 组 数组 
reverse_copy (A, A + N, rev); 
construct_sa (rev, N, sa); // 计算 整数 序列 后 缓 数 组 的 函数 


// 确定 第 一 段 的 分 割 位 置 
int pl; 
for (int i = Ü; i < N; i++) + 
pl = N -= sa[il; 
if (pl >= 1 && N - p1 >= 2) break; 
) 


// 将 p1 之 后 的 字符 串 反 转 并 重复 2 次 ， 再 计算 其 后 组 数组 
int m = N - pl; 

reverse_copy(A + pl, A + N, rev); 
reverse_copy (A + pl, A + N, rev + m); 
construct_sa(rev, m * 2, sa); 


// 确定 后 两 段 的 分 割 位 置 
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int p2; 
for Gnt i = Oz 3 <s 2 A 
p2 = pl + m - sa[i]; 
if (p2 - pl >= 1 && N - p2 >= 1) break; 
) 


reverse(A, A + pl); 

reverse(A + pl, A + p2); 

reverse(A + p2, A + N); 

fox (int 3 = O; 3 < N; IFF) pint" sanna", A[31]y; 
) 


4. 高 度数 组 (LCP Array, Longest Common Prefix Array) 


所 谓 高 度数 组 , 指 的 是 由 后 级 数组 中 相 邻 两 个 后 级 的 最 长 公共 前 缀 ( LCP ,Longest Common Prefix ) 
的 长 度 组 成 的 数组 。 记 后 级 数组 为 aa， 高 度数 组 为 Icp， 则 有 后 缀 STsa[ 忠 .…] 与 S[salit+1]..….] 的 最 长 公 
HAKKEN cpl] 我 们 可 以 在 O(n) 时 间 内 高 效 地 求 得 高 度数 组 ， 有 了 高 度数 组 , 后 缀 数组 将 
成 为 一 个 更 加 有 力 的 工具 。 高 度数 组 的 计算 虽然 简单 ， 但 非常 巧妙 ,使 用 了 类 似 尺 取 法 的 技巧 。 
记 rank[] 为 位 置 :开始 的 后 级 在 后 级 数组 中 的 顺序 ， 即 有 rank[sa[i]]=i。 


abracadabra 所 对 应 的 后 缀 数组 sa 和 高 度数 组 lcp 

















i Icp[i] S[sa[i]...] sa[i] Icp[i] S[sa[i]...] 

0 "N 0 ( 空 字符 串 ) 8 3 bra 

1 10 1 a 7 1 0 bracadabra 
2 1 4 abra 8 4 0 cadabra 

3 0 1 abracadabra 9 6 0 dabra 

4 3 1 acadabra 10 9 2 ra 

S 5 0 adabra l 2 一 racadabra 


REMMER AF, MERKA 28STi...] 15 Ji 28S[sa[rank[;]—11...] (BSRR HIA 
一 个 后 级 ) 的 最 长 公共 前 缀 的 长 度 。 此 时 , 假设 我 们 已 经 求 得 了 位 置 对 应 的 高 度 h;， 那么 我 们 可 以 
证 明 位 置 计 1 对 应 的 高 度 不 小 于 h-1。 为 什么 呢 ” 记 k=salrank[-1]， 已 知 后 级 S[i...] 和 S[k...] 的 涉 部 
个 字符 是 相等 的 ， 那 么 后 缀 STit1...] 和 S[k+1...] 分 别 是 二 者 去 除 首 个 字符 的 结果 ， 所 以 它们 头 部 hl 
个 字符 是 相等 的 。 虽 然 在 后 缀 数组 中 ，S[it1...] 前 面 一 个 元 素 未 必 就 是 S[k+1...], 但 即便 如 此 ， 公 共 
前 级 的 长 度 也 是 只 增 不 减 的 。 因 此 ， 只 要 从 hl 开始 检 查 ， 计 算 最 长 公共 前 级 的 长 度 就 好 了 。 


高 度数 组 的 计算 
因为 高 度 最 多 增加 n 次 ， 所 以 总 的 复杂 度 是 O(n)。 如 果 把 这 个 问题 当 作 位 置 j 对 应 的 区 间 是 [i, +h) 
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的 太 取 法 来 看 ， 就 很 容易 理解 。 区 间 的 左右 端点 始终 不 会 向 左 移 ， 并 且 是 不 超过 /的 整数 。 
int rank[MAX_N + 1]; 
// 传 入 字符 串 S 和 对 应 的 后 组 数组 sa， 计 算 高 度数 组 1cp 


void construct_lcp(string S, int *sa, int *lcp) { 
int n = S.length(); 


för (ine i = 0; i <= ny i++) rankəlsa[i)l = Y; 
int h = 0; 
lcp[0] = 0; 


for (int i = Q; Y < ñr itry ( 
// 计算 字符 串 中 从 位 置 i 开 始 的 后 缓 及 其 在 后 缓 数 组 中 的 前 一 个 后 缓 的 LCP 


int j = sa[rank[i] - 1]; 


// 将 h 先 减 去 首 字母 的 1 长 度 ， 在 保持 前 组 相同 前 提 下 不 断 增 加 
if (h > 0) h--; 


for (; j + h < n && i + h < n; h++) { 
if (S[j + h] != S[i + h]) break; 

) 

lcp[rank[i] - 1] = h; 


J. 
) 


如 果 再 将 后 缀 数组 与 数据 结构 一 节 中 介绍 的 Range Minimum Query 相 结合 ， 我 们 就 不 光 可 以 得 到 
后 缀 数组 内 相 邻 两 个 后 级 的 最 长 公共 前 级 ， 还 可 以 得 到 任意 两 个 后 级 的 最 长 公共 前 级 。 假 设 有 
rank[i]<rank[ 四 ， 那 么 从 位 置 开 始 的 后 组 的 最 长 公共 前 缀 的 长 度 就 是 lcp[rank[i]], lcp[rank[i]+1],…， 
lcp[rank[-1] 中 的 最 小 值 。 


5. 后 缀 数组 与 高 度数 组 的 应 用 


最 长 公共 子 串 (POJ 2217) 


给 定 两 个 字符 串 S$ 和 7T。 请 计算 两 个 字符 囊 最 长 的 公共 字符 串 子囊 的 长 度 。 


在 限制 条 件 
。1<|5), |7] < 10000 








ABRACADABRA 
ECADADABRBCRDAR 


己 
"Ë H 





输出 
5 (最 长 公共 子囊 为 ADABR ) 


注意 本 题 和 初级 篇 动态 规划 一 节 中 所 讲 的 最 长 公共 子 序列 问题 是 不 同 的 。 这 里 的 是 子 串 而 非 子 序 
列 ， 子 串 要 求 是 连续 的 ， 而 子 序列 则 不 然 "。 利 用 后 缀 数组 和 高 度数 组 ， 就 可 以 高 效 地 求解 本 
问题 。 


首先 来 考虑 一 个 简化 的 问题 ,计算 一 个 字符 串 中 至 少 出 现 两 次 的 最 长 子 串 。 答 案 一 定 会 在 后 绥 数 
组 中 相 邻 两 个 后 级 的 公共 前 缀 之 中 , 所 以 只 要 考虑 它们 就 好 了 。 这 是 因为 子 串 的 开始 位 置 在 后 绥 
数组 中 相距 越 远 ， 其 公共 前 缀 的 长 度 也 就 越 短 。 因 此 ， 高 度数 组 的 最 大 值 其 实 就 是 答案 。 


再 来 考虑 原 问题 的 解法 。 因 为 对 于 两 个 字符 串 ， 不 好 直接 运用 后 组 数组 ， 所 以 我 们 可 以 把 9 和 7， 
通过 在 中 间 插 入 一 个 不 会 出 现 的 字符 ( 例如 "0' ) 拼 成 一 个 字符 串 5'。 然 后 ， 和 刚才 一 样 计算 5 
的 后 缀 数组， 检查 后 级 数 组 中 的 所 有 相 邻 后 级 。 其 中 ,分 属于 S 和 7 的 不 同 字符 串 的 后 缀 的 lcp 的 
最 大 值 就 是 答案 。 而 要 知道 后 级 是 属于 5 还 是 7， 可 以 由 其 在 5S' 中 的 位 置 直 接 判 断 。” 


// 输入 
string S; "T; 


int. sa[MAX_L], lcp[MAX_L]; 


void solve() ( 
int sl = S.length(); 
S += 'NO' + T; 


construct_sa(S, sa); 
construct lepus. Sa; lep; 


int ans = 0; 
för ne i = O+; i < S.lengqth(); i++) { 
iE (tali) w Bl) 1= tsali + 1) < 812) í 
ans = max(ans, lcp[i]); 
i 
} 
printf("3d\n", ang); 


(D 子 序列 (subsequence ) 指 的 是 在 不 改变 序列 中 元 素 顺序 的 前 提 下 ， 删 除 一 些 元 素 后 得 到 的 新 序列 。 子 串 〈 substring ) 
则 是 原 串 中 连续 的 一 段 ， 也 可 以 定义 为 前 级 的 后 弘 或 后 级 的 前 级 。 在 这 里 ， 序 列 ( sequence) AP (string) 是 同一 概 
念 ， 而 不 是 狭义 的 数列 和 字符 串 。 是 否 要 求 连续 是 子 序列 和 子 串 唯一 的 区 别 。 一 一 译 者 注 

@ 这 里 ， 我 们 在 中 间 插 入 了 不 会 出 现在 字符 串 中 的 null 字 符 (\)。 这 是 因为 POJ 2217 对 输入 的 字符 串 中 的 字符 没有 特别 
限制 。 通 常 ， 多 数 情况 有 输入 的 字符 串 只 包含 字母 之 类 的 限制 。 由 于 使 用 null 字 符 可 能 引入 意 想 不 到 的 bug， 所 以 这 时 
不 用 null 字 符 ， 而 是 用 '$' 之 类 的 字符 比较 好 。 
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最 长 回 文子 串 


给 定 字符 串 8。 请 计算 其 中 是 回 文 的 最 长 字符 串 子 囊 的 长 度 。 所 谓 回 文 ， 指 的 是 正 着 读 和 反 
着 读 都 一 样 的 字符 串 。 


ARER 
e 1<|S|< 100000 
| 9 只 包含 小 写 英文 字母 


输入 


S = mississippi 





输出 


7 (ississi 是 回 文 ) 


首先 ,看 一 下 长 度 为 奇数 的 回 文 。 对 于 字符 串 上 的 每 个 位 置 ?， 如 果 知 道 从 开始 的 后 缀 和 到 为 目 
的 前 级 反 转 后 的 字符 串 的 最 长 公共 前 级 的 长 度 的 话 ， 也 就 知道 了 以 第 ;个 字符 为 对 称 中心 的 最 长 
回 文 的 长 度 了 。 因 此 ,我 们 用 在 S$ 中 不 会 出 现 的 字符 ( 例如 '$' ) 将 S 和 5 反 转 后 的 字符 串 拼 接 起 来 ， 
得 到 字符 串 S'， 再 计算 5' 的 后 缀 数组 。 于 是 ， 从 i 开始 的 后 缀 和 到 为 止 的 前 级 反 转 后 的 字符 串 就 
都 是 S' 中 的 后 级 了 ,利用 高 度数 组 ,就 可 以 轻而易举 地 求 得 它们 最 长 公共 前 级 的 长 度 。 对 于 长 度 
为 偶数 的 回 文 的 处 理 也 基本 相同 。” 


// 输入 
string S; 


int sa[MAX_L + 1], lcp[MAX_L], rank[MAX_L + 1]; 


void solve() ( 
int n = S.length(); 
string T = Š: 
reverse(T.begin(), T.end()); 
Sr kap. e a OB 
construct_sa(S, sa); 
construct lcp(9, sa, lcp); 
for (int i = 0; i <= S.length(); i++) rank[sa[il]] = i; 


construct_rmq(lcp, S.length() + 1); // 初始 化 RMQ 


int ans = 0; 


D 查找 回 文 ， 还 有 Manacher 算 法 等 更 为 高 效 简单 的 算法 。 
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// 以 第 i 个 字符 对 称 的 奇数 长 回 文 

tor Gat 2 = 0 1 = np t+) f 
Tat J eS p * 2 = L 
int 1 = query_rmq(min(rank[i], rank[j]), max(rank[i], rank[j])); 
ans = max(ans, 2 * 1 - 1); 


) 


// 以 第 i-1 和 第 i 个 字符 对 称 的 偶数 长 回 文 

for (int i = l: £e pi t+) { 
integ =n t2 = 3 + Íj 
int 1 = query_rmq (min (rank[i], rank[j]), max(rank[i], rank[j])); 
ans = max(ans, 2 * 1); 

$ 


printf ("%đd\n", ans); 
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4.8 -—=#*ma&ccjmma(a) 


"*GCJ'Pi24 E$ £ X60485 AE RAS, RAYS AJO TFH E, 


4.8.1 Mine Layer 


Mine Layer ( 2008 World Final C) 


类 似 于 扫雷 游戏 ,在 一 些 格子 中 散布 着 一 些 地 雷 ， 有 具体 的 埋藏 位 置 并 不 清楚 ,但 知道 每 个 格 
子 及 其 周围 八 个 格子 的 地 雷 的 总 数 。 请 问 此 时 正中 间 那 一 行 最 多 可 能 有 多 少 地 雷 ?( 题目 假 
定 所 有 的 输入 都 是 奇数 行 的 ) 


输入 信息 的 例子 和 对 应 的 地 雷 分 布 的 例子 
ARER 
。 输 入 有 RR 行 C 列 
Small 
°. R=3, 5 
e 3<C<5 
Large 
e 3<R<49, RR 是 奇数 
e 3< C<49 











输出 





样 例 1 对 应 的 地 震 的 分 布 


输出 
1 ( 对 应 题目 描述 中 的 例 图 ) 
1. 穷竭 搜索 
稍 加 思索 便 会 发 现 要 受 善 处 理 地 雷 的 影响 并 不 容易 ， 要 应 用 动态 规划 之 类 的 方法 比较 困难 。 


于 是 首先 想到 的 解法 便 是 穷竭 搜索 。 利 用 递归 函数 ， 从 左上 角 开 始 ， 枚 举 每 个 格子 有 地 雷 或 者 没 
有 地 雷 。 但 是 ，Large 的 输入 规模 行列 都 达到 了 49， 要 用 这 个 算法 解决 是 很 困难 的 。 


2. 一 维 的 情况 


首先 让 我 们 从 如 下 简化 的 一 维 版 的 问题 开始 考虑 。 每 个 格子 内 有 一 个 数字 , 但 具体 数字 不 详 。 但 
知道 该 格子 和 左右 两 个 相 邻 的 格子 内 的 数字 之 和 ( 下面 称 这 个 和 为 信息 )。 


[lelels llels 





一 维 版 问题 的 例子 和 格子 中 的 数字 的 例子 
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那么 ， 这 时 正中 央 格 子 中 的 数字 最 大 是 多 少 呢 ? 
3. 按 模 3 的 余数 分 类 讨论 
首先 让 我 们 来 考虑 一 下 上 面 的 样 例 。 把 下 图 灰色 格子 的 信息 加 起 来 , 就 可 以 得 到 所 有 格子 的 数字 


| ER 


计算 全 体 之 和 
而 把 下 图 灰色 格子 的 信息 加 起 来 ， 就 得 到 了 除 正 中 央 格 子 以 外 所 有 格子 的 数字 之 和 。 


pzo0oao-u0 


计算 正中 央 之 外 的 数字 之 和 
将 这 两 个 结果 相 减 ， 就 可 以 推出 正中 央 的 数字 为 (4+8+5)-(8+6)=3。 


当 长 度 模 3 余 1 时 ， 我 们 都 可 以 这 样 计 算得 到 正中 央 的 数字 。 例 如 ， 对 于 长 度 为 13 的 情况 ， 就 可 以 
像 下 图 这 样 计算 。 注 意 比 上 面 的 例子 更 大 的 模 3 余 1 的 长 度 应 该 是 13 ， 而 不 是 10， 因 为 长 度 应 该 是 
奇数 ， 这 样 才 存在 正中 央 的 格子 。 


[LU 





LELLE] Ls 
长 度 为 13 的 情况 
同样 地 ， 当 长 度 模 3 余 2 时 ， 也 可 以 像 下 图 一 样 ， 求 出 两 种 和 并 相 减 ， 得 到 正中 央 的 数字 。 


PILI PI 


Eii | 


长 度 为 5〈 模 3 余 2) 的 情况 
另 一 方面 ， 当 长 度 模 3 余 0 时 ， 无 法 直接 计算 除 正 中 央 格 子 以 外 所 有 格子 的 数字 之 和 。 但 是 ， 
可 以 像 下 图 一 样 ， 求 出 重复 计算 了 正中 央 格 子 两 次 的 和 ， 再 通过 与 全 体 之 和 相 减 得 到 正中 央 
的 数字 。 








长 度 为 9 (38340) 的 情况 
4. 推广 到 二 维 


原 问题 是 二 维 的 , 但 不 会 带 来 什么 困难 。 只 要 先 用 前 面 介绍 的 方法 对 各 行 算 出 全 体 之 和 , 我 们 就 
可 得 知 每 行 及 其 上 下 两 行 所 含 的 地 雷 总 数 。 然 后 再 对 各 行 的 全 体 之 和 运用 一 维 版 问题 的 方法 , 就 
可 以 求 得 正中 央 那 一 行 地 雷 的 个 数 了 。 


D> (2+3)-4=1 





二 维 情况 的 例子 


5. 本 题 的 陷阱 


本 题 要 求 最 大 值 , 但 其 实 值 是 唯一 的 , 这 是 本 题 设置 的 一 个 大 陷阱 。 写 成 求 最 大 值 就 是 想 引 选手 
上 当 ， 而 事实 上 值 只 有 一 个 。 尤 其 是 对 于 那些 知道 扫雷 这 类 游戏 没有 简单 算法 可 解 的 选手 来 说 ， 
它们 很 容易 想 偏 ， 从 而 忽略 了 这 种 简单 的 解法 。 


// 输入 
int R, @ 
int A[MAX_RC] [MAX_RC]; 


// 计算 长 度 为 n 的 一 维 版 问题 的 总 和 
int totall(int *a, int m) { 
int res = 0; 
// 按 模 3 的 余数 分 类 讨论 
2 (0 $ 3 s= 3 || m$ 2 == 2) t 
for (int i = O; i < ñ; 2 += 3) A 
res += a[i]; 
] 
) 
else ( 
for Unt T = ip 3 < ñm; 3 += 3y í 
res += a[i]; 
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) 
return res; 


) 


// 计算 长 度 为 n 的 一 维 版 问题 正中 央 的 数字 
int center (int *a, int n) { 
int res; 
// 按 模 3 的 余数 分 类 讨论 
if (n $% 3 == 1) { 
res = total(a, n); 
for (Goti = 1; 3 < y A 27 i *= 3). í 
res -= a[i]; 
res -= a[n - i - 1]; 
) 
) 
else if (n % 3 == 2) ( 
res = total(a, n); 
Eor (GE £ = D; 3 ë 0 Z 2r 3 = 3) ([ 


res -= a[i]; 
res -= a[n - i - 1]; 
) 
) 
else ( 
res = 0; 


fog (Gne 2 < Dr i < m 7 2 3 += 3) í 
res += a[i]; 
res += aln = i= 1]; 


) 

res -= total(a, n); 
) 
return res; 


void solve() ( 
// 计算 各 行 的 总 和 
int rows[49]; 
for lint i = 0; 1 < R; i++) t 
rows li] = bötaLlA kil; y 
} 


// 求解 一 维 版 问题 
int ans = center(rows, R); 
printf("%dNXn", ans); 
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4.8.2 Year of More Code Jam 


Year of More Code Jam (2009 World Final A) 


女孩 Sphinny 非常 喜欢 参加 程序 设计 竞赛 ， 她 对 参加 今年 的 联赛 非常 有 兴趣 。 今 年 共 将 举办 
T 场 联赛 , 其 中 第 i 场 联赛 包含 mi; 轮 ， 其 中 的 第 j 轮 将 在 联赛 开始 后 的 第 di; 天 举行 ( 联赛 开 
始 的 日 期 就 是 举行 第 1 轮 的 日 期 即 总 有 di1=1 )。 各 个 联赛 的 开始 日 期 还 未 确定 ， 有 可 能 会 
发 生 不 同 的 联赛 的 一 些 轮 次 在 同一 天 举行 的 情况 。Sphinny 非常 喜欢 解 题 ， 同 一 天 内 举行 的 
轮 次 越 多 ， 她 的 幸福 感 也 越 高 。 如 果 同 一 天 内 有 8 轮 比赛 的 话 ， 该 天 的 幸福 感 就 是 8。 一 年 
共有 N 天 ， 各 个 联赛 的 开始 日 期 在 所 有 日 期 均匀 分 布 。 请 计算 好 今年 的 幸福 感 的 期 望 值 ， 并 
以 K+4/B 的 形式 输出 ( 注 : 如 果 联 赛 在 年 底 开 始 ， 其 中 一 些 轮 次 在 第 二 年 举行 的 话 ， 这 些 
幸福 感 是 不 属于 今年 的 ) 

起 限制 条 件 

e 1<N<10 

e 2<m,< 50 

。1=d,,<d,,<d,, Sd < 10000 

Small 


e 1<T<2 


Large 
| IST<50 
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输出 
如 果 第 1 场 联赛 在 第 1 天 开始 ， 第 2 场 联赛 在 第 2 天 开始 的 话 ， 那 么 每 天 分 别 举办 1，2，0，2 轮 比赛 ， 总 的 幸福 感 为 9。 


首先 ， 让 我 们 先 来 推导 期 望 值 的 计算 公式 。 幸 福 感 的 定义 是 


> (第 a 天 举办 的 轮 数 》 
这 样 ， 幸 福 感 的 期 望 就 是 


P Co 天 举办 的 欠 娄 | = E| 第 e 天 举办 的 轮 数 六 


a=l 


于 是 每 场 联赛 的 开始 日 期 都 有 从 第 1 天 到 第 N 天 共 N 种 选择 ， 一 共 就 有 Nz 种 ， 所 以 无 法 穷 举 所 有 方 
案 。 因 此 ,为 了 高 效 地 计算 平方 项 的 期 望 值 ,我 们 定义 一 个 变量 忌 。。 如 果 联赛 ;的 某 轮 在 第 c 天 举 
办 则 为 1， 否 则 为 0。 就 可 以 展开 得 到 

s tazas |- z (E.y | 
也 许 想 把 原 式 变形 为 

e Xa 3 =(E[x,.]' 


J3EROSRDK S AOE E ASXRIJ, A BIRNA, AIX, EA, A EX, X, JFE[X, JE[X, JR A, 
IBE[X, e ELX; JE[X, ERRA REEI, ME 


pA san io y A 


1&i,j<T,i#) 


又 有 这 里 Xia = 各。 就 得 到 
a D -ll +2ELX.,| 
像 这 样 对 式 子 进行 变形 之 后 ， 只 要 对 每 场 联赛 独立 地 计算 ELXis] 就 可 以 求 得 全 体 的 期 望 值 了 。 又 有 


联赛 的 某 轮 在 第 a 天 拢 形 € Etts l+d a 
所 以 
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I jld, < a)| 
E[X,, ] AN sss 


只 要 按 顺 序 计算 ,就 可 以 均 扒 O(1) 地 计算 出 每 天 的 期 望 值 。 不 过 一 共有 N 天 ， 这 样 还 是 太 大 。 但 
是 注意 到 d;;< 10000 的 限制 条 件 ,对 于 a>10000 总 有 E[ 名 o]=E[Xia1] 成 立 , 于 是 只 要 对 1<a<10000 
计算 就 好 了 。 另外， 即便 缺少 了 这 个 限制 条 件 , 也 可 以 通过 对 概率 保持 不 变 的 天 一 起 求 出 期 望 值 
来 进行 优化 ， 这 样 的 区 间 个 数 为 O(Tm)。 


// 输入 

int N, Ty 

int m[MAX_T]; 

int d[MAX_T] [MAX_M] ; 


// 期 望 值 表 (IFAN) 
int E[MAX_T] [MAX_D + 1]; 


void solve() { 
// 对 每 场 联赛 分 别 计算 期 望 
for (int i = O; i < z i++) { 
for (int $ =. 0z T< wml? 339). 4 
E[i] [d[i] [j]]++; 
} 
for (int a = 1; a <= MAX_D; a++) { 
E[i][a] += E[i][a - 1]; 
} 
} 
// 计算 整体 期 望 值 
// 以 K+R/B 的 形式 计算 ， 计 算 过 程 中 注意 溢出 问题 
long long K = 0, A = 0, B = (long long) N * N; 
for (int a = 1; a <= N && a <= MAX_D; a++) ( 
long long sum = 0, sum2 = 0; 
for (inec t = Dy k. Ty 395) í 
sum += E[i] [a]; 
sum2 += E[i][a] * E[i] [a]; 
} 
if (a < MAX_D) ( 
A += sum * sum - sum2 + sum * N; 
K += À / B; 
A %= B; 
else ( 
// 大 于 MAX_D 的 部 分 的 期 望 值 相 同 
// 请 注意 直接 计算 可 能 溢出 
long long n = N - MAX_D + 1; 
K += sum * n / N; 
A += (sum * sum - sum2) * n + sum * n % N * N; 
K += A / B; 
A %= B; 
if (A < 0) { 
A += B; 
K--; 
} 


~ 
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) 
) 
long long d = gcd(A, B); 
printf ("%11d+%11d/%11ld\n", K, A / d, B / d); 
} 








Jen 

本 题 中 的 数据 范围 非常 大 ， 所 以 即便 使 用 long long 也 有 溢出 的 风险 ， 需 要 注意 。 另 外 ， 偶 
尔 也 会 遇 到 只 有 利用 高 精度 运算 才能 求解 的 问题 。 遇 到 这 类 问题 时 ， 可 以 使 用 标准 中 支持 高 
精度 运算 的 Java 等 其 他 语言 ， 或 者 预先 准备 好 一 些 模块 。 


4.8.3 Football Team 


Football Team (2009 Round 3 C) 


NN 名 足球 队员 排 成 若干 排 拍 照 。 给 定 每 名 队员 的 位 置 (x,y)， 保 证 所 有 x 均 不 相同 。 为 了 保证 
相片 的 美观 ， 要 让 相 邻 的 队员 穿 上 不 同 颜色 的 衬衫 。 当 位 置 为 (xi, y1) 的 队员 与 位 置 为 (x2, y) 
的 另 一 名 队员 满足 如 下 条 件 时 ， 我 们 称 他 们 是 相 邻 的 。 


e yi-l<y,<y1tl 
e 没有 队员 在 满足 xy<xy<x, B 43 Ë (xs, yz) Eo 


最 少 需要 多 少 种 不 同 颜色 的 衬衫 ? 
应 限制 条 件 


e 1] <x<1000 
Small 


e I<y<15 
。l<N<100 
Large 

e 1<y<30 

e 1 < N<1000 








N = 3 
x: = (10, B, 12) 
y = (10, 15, 7) 








输出 


输出 


输出 
3 ( 所 有 人 的 颜色 互 不 相同 ) 


首先 把 问题 转化 为 图 的 模型 ， 以 队员 为 顶点 ,在 应 该 穿 不 同 颜色 衬衫 的 队员 之 间 连 一 条 边 。 于 是 
问题 就 转化 成 了 图 的 着 色 问 题 。 普 通 的 着 色 问 题 是 NP 困 难 的 ， 像 本 题 这 样 规模 的 问题 是 无 法 求 
解 的 , 所 以 这 里 的 图 应 该 隐 含 有 一 些 特殊 的 性 质 。 让 我 们 来 看 看 从 题目 的 连 边 的 条 件 推出 的 各 种 
性 质 中 哪些 是 有 利于 解 题 的 。 


1. 条 件 1: 平面 图 


着 色 问 题 中 有 一 个 著名 的 四 色 定 理 ， 它 指出 任意 平面 图 都 可 以 用 不 超过 四 种 颜色 着 色 。 实 际 上 ， 
本 图 就 是 平面 图 ， 适 用 这 个 定理 。 





假设 实 线 的 边 发 生 交叉 将 产生 矛盾 〈 虚 线 处 应 该 有 边 ) 
确定 了 图 是 平面 图 之 后 ， 根 据 四 色 定理 ， 只 要 有 至 少 四 种 颜色 ， 就 总 能 完成 着 色 。 色 数 为 1 的 图 
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只 有 不 含 边 的 图 ， 色 数 为 2 的 图 只 有 二 分 图 。 不 过 ,只 跟 据 平面 图 的 性 质 ， 不 能 直接 区 分 色 数 为 3 
的 图 和 色 数 为 4 的 图 ， 需 要 再 寻找 别 的 性 质 。 


2. 条 件 2: 内 部 面 都 是 三 角形 





假设 存在 度数 不 小 于 4 的 内 部 面 将 产生 矛盾 〈 虚 线 处 应 该 有 边 ) 


可 以 发 现 这 里 的 图 除了 外 部 面 外 的 所 有 面 都 是 三 角形 。 利 用 这 一 点 可 以 高 效 地 判断 图 的 色 数 是 否 是 
3 吗 ? 首先 ,三 角形 的 3 个 点 应 该 要 涂 上 不 同 的 颜色 。 让 我 们 来 考虑 两 个 三 角形 有 一 条 公共 边 的 情况 。 


有 公共 边 时 ， 确 定 了 阴影 三 角形 的 着 色 也 就 唯一 确定 了 其 余 三 角形 的 着 色 
如 上 图 所 示 ， 只 要 确定 了 一 个 三 角形 的 着 色 ， 有 公共 边 的 三 角形 剩 下 的 那个 顶点 的 颜色 也 就 唯一 
确定 了 。 不 断 传 递 下 去 ， 所 有 通过 边 相 连 的 三 角形 的 颜色 均 可 唯一 确定 。 没 有 公共 边 ， 而 只 有 公 
共 点 的 情况 又 将 如 何 呢 ? 





有 公共 点 时 ， 确 定 了 一 个 三 角形 的 着 色 不 能 唯一 确定 其 余 点 的 着 色 


此 时 还 有 两 个 待 着 色 的 顶点 ， 有 两 种 着 色 方 案 ， 看 似 需要 枚 举 两 种 可 能 。 但 是 , 由 于 所 有 的 内 部 
面 都 是 三 角形 ， 删 去 公共 点 后 ， 图 就 分 成 了 两 个 独立 部 分 ， 不 论 选择 何 种 着 色 方案 都 是 一 样 的 。 
因此 ， 要 判断 色 数 是 否 可 能 为 3， 只 要 考虑 有 公共 边 的 三 角形 组 成 的 子 图 就 好 了 。 


综 上 ， 我 们 能 够 高 效 地 判断 色 数 是 否 为 3。 
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// 输入 


int N; 
int x[MAX_N], y[MAX_N]; 


bool g[MAX_N] [MAX_N] ; // 邻接 矩阵 
int color [MAX_N] ; // 顶点 的 颜色 
bool used[MAX_N] [MAX_N] ; // 边 是 否 检查 过 的 标记 


// 判断 色 数 是 否 为 3 
// 从 确定 2 点 V 和 u 的 颜色 的 状态 开始 ， 递 归 地 给 包含 边 v-u 的 三 角形 着 色 
bool rec(int v, int u) ( 

used[v][u] = used[u][v] = true; 

int c = 3 - color[v] - color[u]; // 剩余 的 颜色 

for (int w = 0; w < N; w++) ( 

if (g[v][w] && g[u][w]) ( 
if (coloxr[w] < 0) í 
color[w] = c; 


// 对 三 角形 的 其 余 两 边 递归 处 理 


if (!rec(v, w) || !rec(u, w)) ( 
return false; 
) 
) else if (color[w] != c) ( 


// 相 邻 顶点 涂 有 相同 颜色 
return false; 
) 
) 
) 
return true; 


) 


一 


void solve() 

// 建 图 
for (int i 
inè w [3] 


= 0; i < N; i++) ( 

= (-1, -1, -1); 

for (int j Ús q < Ny 3335). T 

iE Wal < 331 í 
Way, Keyp = yE R ke 
E (0 <= k && XK < 3 && (viki < O || tT < Rtv y) í 
v[k] = j; 

) 


0 
( 
< 


) 

) 

for lint k = 0; k < 3; k++) { 
if (v[k] >= 0) { 

g[i][v[k]] = g[v[k]][i] = true; 

) 

) 

) 


// 找 出 三 角形 并 计算 着 色 数 


int res = 1; 


// 虽然 是 三 重 循环 ， 不 过 因为 边 数 是 0 (N) ， 所 以 这 部 分 的 复杂 度 为 O(N^2) 


for (int v = 0; v < N; v++) { 
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for (int u = 0; u < N; ut++) { 
if (g[v][u] && !used[v][u]) ( 
// 如 果 有 边 则 色 数 至 少 为 2 
res = max(res, 2); 
for (int w = 0; w < N; w++) { 
if (g[v][w] && g[u][w]) ( 
// 如 果 存在 三 角形 ， 则 着 色 数 至 少 为 3 
res = max(res, 3); 
memset (color, -1, sizeof (color)); 
color[v] = 0; 
color[u] = 1; 
UN a) { 
// 如 果 色 数 超过 3 则 一 定 为 4 
人 
return; 
) 
break; 


printf("%d\n", res); 
) 


4.8.4 Endless Knight 


Endless Knight (2008 Round3 D) 


在 HHx 环 的 棋盘 上 ， 轧 在 移动 过 程 中 要 保证 天 坐标 和 了 坐标 同时 增加 。 问 从 (1, DEH, MA 
多 少 不 同 的 移动 方案 。 输出 mod 10007 后 的 结果 。 此 外 ， 有 尺 个 格子 被 石头 占据 了 ， 不 能 移 
动 到 这 些 格子 上 。 


移动 的 方法 





ARER 
。0<R<10 


Small 
。 |< W<< 100 


。 ISH<100 


Large 
e 1<W= 105 
| 1<H=10° 


D 


输入 


H = 4, W = 4, R = 3 
石头 的 位 置 ={2,1} 











输出 


2(1,1)->(2,3)->(4,4)，(1,1)->(3,2)->(4,4) 两 种 








输出 


0 (无 法 从 (1,1) 移 动 到 (3,3)， 故 0 种 ) 


<D 


输入 


H = 7, W = 10, R = 2 
石头 的 位 置 ={(1,2)，(7,1))} 








输出 


5 
解说 


如 果 直 接 按 马 斜 着 移动 处 理 有 些 不 方便 , 所 以 我 们 对 棋盘 进行 坐标 变换 , 将 其 变换 为 水 平和 竖 直 
方向 的 移动 。 
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如 果 变换 后 的 坐标 不 是 整数 ， 那 说 明 不 存在 满足 条 件 的 移动 方案 ， 答 案 为 0。 接 下 来 ， 我 们 的 
讨论 都 是 针对 变换 后 的 坐标 的 ,依然 记 变换 后 的 终点 为 (及 功 。 首 先 考虑 Small 的 解法 。 记 走 到 
(x, y) 的 方案 数 为 dp(x, y)。 那 么 走 到 (x+l, y+1) 的 方案 只 有 先 走 到 (x, y+1) 再 向 下 走 一 步 ， 或 先 走 
到 (x+1,y) 再 向 右 走 一 步 这 两 种 ， 所 以 dp(x+1, y+1)=dp(x, y+1)+dp(x+1,y)。 当 然 ， 不 允许 移动 到 
被 石 涉 占据 的 格子 ， 所 以 对 这 些 格子 有 dp(x, y)=0。 于 是 ， 我 们 就 能 够 在 O(Hx 了 的 时 间 内 计算 
得 到 4dp(H,W)。 


虽然 对 Small 可 以 采用 上 述 算法 ,但 Large 中 的 W 和 万 都 太 大 了 ， 显 然 要 用 更 为 高 效 的 解法 。 这 里 ， 

注意 到 不 能 移动 到 的 格子 最 多 只 有 10 个 。 记 这 些 格子 的 集合 为 S$， 如 果 对 任意 的 $5 了 7， 我 们 都 能 

求 得 通过 了 所 有 属于 T 的 格子 的 方案 数 的 话 ， 利 用 下 面 的 容 斥 原理 公式 ， 就 可 以 求 得 答案 。 
(不 通过 5 移动 到 (HW) 的 方案 数 ) = 》 (-D (通过 7 的 所 有 格子 移动 到 CHW) 的 
方案 数 ) 

考虑 没有 必须 要 通过 的 格子 时 的 情况 。 此 时 从 (0,0) 移 动 到 (已 , 矶 的 方案 数 就 等 于 矿 个 一 和 所 个 | 的 

排列 的 总 数 . 也 就 是 ,Co 


王 和 | 的 排列 与 移动 方案 一 一 对 应 
当 有 若干 个 必须 要 通过 的 格子 时 ， 由 于 移动 中 x 坐标 和 y 坐 标 都 是 单调 不 减 的 ， 所 以 其 通过 的 顺序 
是 唯一 的 。 也 可 能 存在 无 法 全 部 通过 的 情况 ， 此 时 方案 数 显然 为 0。 确 定 了 通过 顺序 之 后 ， 那 么 
两 个 相 邻 必须 通过 的 格子 之 间 就 等 价 于 没有 必须 通过 的 格子 的 情况 ， 所 以 总 的 方案 数 就 是 至 多 R 
个 ,iC 形式 的 数 的 乘积 。 


就 像 4.1 节 所 介绍 的 那样 ， 通 过 预 处 理 出 kl mod 10007 的 表 ， 我 们 就 能 够 在 O(log n) 时 间 内 计算 组 
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合 数 。 这 样 ， 本 题 能 够 在 O(2* R log(W+ 有 HH)) 时 间 内 解决 。 





必须 要 通过 x 的 情况 


const int MOD = 10007; 
typedef pair<int, int> P; 


// 坐标 变换 为 水 平和 竖 直 方向 的 移动 
// 如 果 是 无 法 移动 到 的 点 则 返回 false 
bool normarize(int& x, int& y) { 
== Si 
int Xx = -x +$ 2 % y, y = 2 * x = y; 
if (xx < 0 || yy < 0 || xx $ 3 != 0 || yy % 3 != 0) return false; 
X = xx / 3; y = yy / 3; 
return true; 


) 


int count_bit (int a) { 
int res = 0; 
Eor (z a > 0z & 5>= 1) rés += á & 35 
return res; 


) 


// 输入 
int H, W, R; 
P ps[MAX_R + 1]; // 石头 的 坐标 


void solve() ( 
int pn = 0; 
// 对 石头 进行 坐标 变换 ， 预 先 将 不 可 能 到 达 的 石头 除去 
för liat I= 0 £ < R; 3e { 
if (normarize(ps[i].first, ps[i].second)) { 
ps[pn++] = ps[i]; 
} 
} 


// 如 果 不 能 移动 到 终点 则 答案 是 0 

ps[pn] = P(H, W); 

if (!normarize(ps[pn] .first, ps[pn] .second)) { 
Drintf ("0n"); 
return ; 

) 

int res = 0; 

sort(ps, ps + pn); 
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for (int i = 0; i < 1 << pn; i++) ( 
int add = 1, prevx = 0, prevy = 0; 
for (int j = 0; j < pn + 1; j++) ( 
2E (i S> $) $ @ == 2 |] 3 == pn) + 
int mx = ps[j].first - prevx, my = ps[j].second - prevy; 
add = add * mod_comb(mx + my, mx, MOD) % MOD; 
prevx = ps[j].first; 
prevy = ps[j].second; 
} 
} 


i£ (count bitii) $ 2 == 0) +í 
res = (res + add) % MOD; 
} else { 


res = (res - add + MOD) % MOD; 
) 
) 
printf("%d\n", res); 
) 


实际 上 ， 通 过 DP 还 可 以 将 复杂 度 降 到 O(R*log(W+ 帮 )。 有 兴趣 的 读者 可 以 思考 一 下 。 
4.8.5 The Year of Code Jam 





The Year of Code Jam (2008 World Final E) 
女孩 Sphinny 非常 喜欢 程序 设计 竞赛 ， 她 给 今年 的 日 历 做 了 如 下 标记 。 


白 : 没有 比赛 的 日 子 
蓝 ， 参加 比赛 的 日 子 
? : 有 比赛 ， 但 还 在 犹 耶 是 否 参 加 的 日 子 


她 的 日 历 里 有 个 月 ， 每 个 月 各 有 M 天 。 假 定 每 一 天 都 与 其 上 个 月 的 同一 天 、 下 个 月 的 同 
一 天 、 同 个 月 的 前 一 天 、 同 个 月 的 后 一 天 是 相 令 的。 现在 她 要 决定 每 个 ”的 日 子 是 否 参 加 比 
R, 来 最 大 化 她 参加 比赛 所 获得 的 幸福 感 。 每 参加 一 场 比赛 所 获得 的 幸福 感 可 以 按照 如 下 规 


则 计算 。 

. 幸福 感 的 初 值 为 4 

。 每 参加 一 场 相 邻 日 子 里 的 比赛 ， 幸 福 感 减 一 
请 计算 她 今年 所 能 得 到 的 最 大 幸福 感 。 


在 限 制 条 件 
Small 
。l<M,N15 
Large 

| ISM, NS50 
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输入 

N= 3 

M=3 


日 历 如 下 图 (' . ' 代 表白 色 ，'#' 代 表 蓝 色 ) 


Pe A 
A 


TE 


输出 
8 (每 月 2 日 参加 ) 





本 题 是 2008 年 的 全 球 总 决赛 中 通过 人 数 最 少 的 问题 , 不 过 利用 目前 已 学 的 图 论 知识 , 只 要 稍 加 提 
示 就 能 解 出 。 首 先 考虑 将 日 子 表 示 为 项 点 , 在 相 邻 的 日 子 之 间 连 一 条 边 建 图 。 于 是 问题 可 以 进行 
如 下 描述 。 


(1) 图 中 有 三 种 顶点 : 蓝 、 白 、? ，? 的 顶点 要 变 成 蓝 或 白 。 

(2) 最 大 化 ( 蓝 点 的 个 数 )x4-( 蓝 点 之 间 的 边 的 条 数 )x2。 

将 图 的 顶点 划分 为 两 个 集合 并 希望 费用 最 小 的 问题 , 可 以 依据 最 大 流 最 小 割 定 理 , 通过 最 大 流 求 
解 。 这 在 以 前 的 问题 中 已 经 实践 过 了 。 让 我 们 来 看 一 下 本 题 应 该 如 何 转换 。 

1. 图 中 有 三 种 顶点 : 蓝 、 白 、?，? 的 顶点 要 变 成 蓝 或 白 

假设 得 到 的 割 中 ， 和 源 点 同 侧 的 项 点 是 蓝 色 的 ， 和 汇 点 同 侧 的 顶点 是 白色 的 。 在 以 前 的 问题 中 ， 


每 个 点 属于 任何 一 个 集合 都 可 以 ， 但 在 本 题 中 ， 其 中 一 些 点 所 在 的 集合 一 开始 便 已 确定 。 不 过 ， 
这 只 要 通过 将 它 属于 另 一 个 集合 带 来 的 费用 设 得 足够 大 就 能 够 简单 处 理 了 。 
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2. 最 大 化 《〈 蓝 点 的 个 数 ) x4 -〈 蓝 点 之 间 的 边 的 条 数 ) x2 


因为 我 们 要 做 的 是 最 小 化 费用 的 问题 ， 所 以 将 之 变形 为 最 小 化 ( 白 点 的 个 数 )x4+( 蓝 点 之 间 的 边 的 
条 数 )x2。 计 算 白 点 的 费用 虽然 简单 ， 但 要 计算 蓝 点 之 间 的 边 的 费用 却 不 太 容易 。 因 为 当 两 个 顶 
点 被 分 到 不 同 的 集合 中 时 ,它们 之 间 所 连 的 边 的 费用 就 包含 在 割 中 。 所 以 ,如果 只 有 不 同 的 集合 
间 的 边 有 费用 的 话 ， 貌 似 可 以 转 成 最 小 化 ( 白 点 的 个 数 )x4-( 白 点 和 蓝 点 之 间 的 边 的 个 数 )x2 问 题 。 





按照 上 面 的 方法 变形 后 的 图 
但 是 , 求 包 含 负 权 边 的 图 的 最 小 割 是 NP 困难 的 ， 尚 未 找到 高 效 算法 ， 所 以 这 个 方法 也 行 不 通 。 那 
么 ,该 如 何 是 好 呢 ?” 因 为 只 有 连接 两 个 蓝 点 的 边 上 有 费用 ,所 以 利用 上 原 图 还 是 一 个 二 分 图 的 性 质 ， 
就 能 够 很 好 地 处 理 了 。 之 前 我 们 讨论 的 割 , 都 是 以 和 源 点 同 侧 的 顶点 为 蓝 色 , 和 汇 点 同 侧 的 顶点 为 
白色 的 ， 而 这 里 我 们 将 二 分 图 的 其 中 一 侧 取 反 。 这 样 ， 连接 两 个 蓝 点 的 边 就 属于 割 的 一 部 分 了 。 





按照 上 面 的 方法 变形 后 的 图 
假设 原 图 按 二 分 图 分 为 QU V, 则 我 们 按 下 面 的 规则 给 边 赋 权 。 


ue U, už% 6t 一 w(s, u) = INF 
ue U, už 0 @& tJ 一 w(u, t) = INF 
ue U, už? — w(s,u) = 4 

vEJ，v 是 蓝 色 的 一 w(v, í) = INF 
ve V, vð tj 一 w(s, v) = INF 
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ve V, vě? — w(v, t) = 4 

ue U, ve V —w(a,v) =2 ( 反 向 的 边 则 不 加 。 因 为 只 有 蓝 点 之 间 的 边 有 费用 ， 而 白 点 
之 间 的 边 没 有 费用 ) 


建 好 图 之 后 ， 答 案 就 是 无 视 费 用 可 能 得 到 的 最 高 分 (= 蓝 与 ? 的 顶点 个 数 x4 ) 减 去 该 图 的 最 大 s-t 
流 流量 。 


const int axils] = (1; 0; 0, 1), dyla] = (0, -L, Ty 0); 


// 输入 
int N, M; 
char cld[MAX_N] [MAX_M + 1]; // 日 历 


void solve() ( 
int res = 0; 
int g = Ñ * N, t= 8 * 1; 
for (int i = 0; i < N; i++) { 
for (int j = 0; j < M; j++) { 
iE (CU $ j) % 2 s= O) ( 


iE (elani 3] == Hy X 
res += 4; 
add_edge(s, i * M + j, INF); 
} else if (crariJijT == *.*) ( 
add_edge(i * M + j, t, INF); 
) else ( 
res += 4; 
add_edge(s, i * M + j, 4); 
) 


foc mt k= 07 k < 4 K++) f 
ipe 12 = 4 + Gik]; 32 = + ayki} 
if (0 <= i2 && i2 < N && 0 <= j2 && j2 < M) { 

add_edge(i * M + j, i2 * M + j2, 2); 

} 

} 

} else { 

if (c1d[i][j] == '#') ( 
res += 4; 
add_edge(i * M + j, t, INF); 

} else if (cld[i] [j] == '.') ( 
add_edge(s, i * M + j, INF); 

) else ( 
res += 4; 
add_edge(i * M + j, t, 4); 


) 
) 
res -= max_flow(s, t); 
printf("%dVn", res); 
) 


4.1 更 加 复杂 的 数学 问题 
ú 模 运算 的 世界 

POJ 1150: The Last Non-zero Digit 
POJ 1284: Primitive Roots 

POJ 2115: C Looooops 

POJ 3708: Recurrent Function 

POJ 2720: Last Digits 

GCJ Japan 2011 决赛 B: 细菌 繁殖 
ú jE 

POJ 2345: Central heating 

POJ 3532: Resistance 

POJ 3526: The Teacher's Side of Math 
ú 计数 

POJ 2407: Relatives 

POJ 1286: Necklace of Beads 

POJ 2409: Let it Bead 

AOJ 2164: Revenge of the Round Table 
AOJ 2214: Warp Hall 

4.2 找 出 游戏 的 必 胜 策略 
卉 ”推理 与 动态 规划 算法 

POJ 1082: Calendar Game 

POJ 2068: Nim 

POJ 3688: Cheat in the Game 

POJ 1740: A New Stone Game 

m Nim 与 Grundy 数 

POJ 2975: Nim 

POJ 3537: Crosses and Crosses 
Codeforces 138D: World of Darkraft 
POJ 2315: Football Game 

43 成 为 图 论 大 师 之 路 
m ” 强 连通 分 量 分 解 

POJ 3180: The Cow Prom 

POJ 1236: Network of Schools 

E 2-SAT 

POJ 3678: Katu Puzzle 

POJ 2723: Get Luffy Out 

POJ 2749: Building roads 

m LCA 

POJ 1986: Distance Queries 

POJ 3728: The merchant 











# J 题 


44 ZARDA (Z) 

ú 栈 

POJ 3250: Bad Hair Day 

POJ 2082: Terrible Sets 

POJ 3494: Largest Submatrix of All 1’s 
m 双 端 队列 

POJ 2823: Sliding Window 

POJ 3260: The Fewest Coins 

POJ 1180: Batch Scheduling 

AOJ 1070: FIMO sequence 


45 开动 脑筋 智慧 搜索 

ú 剪 枝 

POJ 1011: Sticks 

POJ 2046: Gap 

POJ 3134: Power Calculus 

m A* 与 IDA* 

POJ 3523: The Morning after Halloween 
POJ 2032: Square Carpets 

UVA 10181: 15-Puzzle Problem 

46 划分 、 解 决 、 合 并 : 分 治 ; 
m 数 列 上 的 分 治 ; 

POJ 1854: Evil Straw Warts Live 

m 平面 上 的 分 治 法 

GCJ 2009 World Finals B: Min Perimeter 
Codeforces 97B: Superset 

m 树 上 的 分 治 法 

POJ 2114: Boatherds 

UVa 12161: Ironman Race in Treeland 
SPOJ QTREES5: Query on a tree V 
47 ”华丽 地 处 理 字符 串 

ú 动态 规划 算法 

AO] 2212: Stolen Jewel 

Codeforces 86C: Genetic Engineering 
m 字符 串 匹 配 

Codeforces 25E: Test 

AOJ 1312: Where’s Wally 

m 后缀 数组 

POJ 1509: Glass Beads 

POJ 3415: Common Substrings 

POJ 3729: Facer’s string 

AOJ 2292: Common Palindromes 
Codeforces 123D: String 
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图 论 、 组 合 优化 


m 欧 拉 回 路 
欧 拉 回 路 指 的 是 经 过 所 有 边 恰 好 一 次 的 回路 。 其 存在 性 的 判定 和 解 的 构造 都 可 以 在 线性 时 间 完 成 。 


= 最 小 树 形 图 

最 小 树 形 图 是 推广 到 有 向 图 上 的 最 小 生成 树 ， 目 标 是 寻找 一 个 边 权 和 最 小 的 生成 子 图 ， 使 得 从 给 
定 的 节点 出 发 沿 生成 子 图 的 边 可 以 到 达 所 有 节点 。 存 在 通过 反复 强 连 通 分 量 分 解 求 解 的 O(VE) 时 间 
的 算法 。 


m 斯 坦 纳 树 
斯 坦 纳 树 问题 是 最 小 生成 树 问 题 的 一 般 化 , 目标 是 寻找 一 个 边 权 和 最 小 的 子 图 , 使 得 指定 的 顶点 


过 利用 状态 压缩 DP 或 容 斥 原理 ， 可 以 找到 给 定 顶 点 个 数 的 指数 时 间 的 算法 。 


m 割 点 、 割 边 

割 点 和 割 边 分 别 指 的 是 , 将 其 删除 后 将 导致 图 的 连通 分 量 个 数 增加 的 顶点 和 边 。 它 们 可 以 通过 深 
度 优先 搜索 在 O(E) 时 间 内 求 得 。 

a 全 局 最 小 割 

全 局 最 小 割 指 的 是 ,为 了 破坏 图 的 连通 性 ， 所 需 删除 的 权 值 和 最 小 的 边 集 。 虽 然 可 以 通过 固定 源 
点 8S、 枚 举 汇 点 奈 *- 击 的 最 小 值 求 得 ， 但 是 使 用 更 为 高 效 的 Stoer-Wagner 算 法 可 以 在 O( 琅 ) 时 间 内 
求 得 。 

= 单纯 形 法 


单纯 形 法 是 通过 不 断 进 行 诸如 高 斯 消 元 法 中 所 用 的 转轴 操作 , 求解 线性 规划 问题 的 算法 。 虽然 该 
算法 在 某 些 刻意 构造 的 数据 上 需要 花费 指数 时 间 , 但 是 它 通 常 只 需要 约束 条 件 个 数 的 常数 倍 次 迭 
代 即 可 求 得 结果 ， 非 常 实用 。 
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a 拟 阵 

拟 阵 是 对 向 量 空间 中 的 线性 无 关 的 一 般 化 , 与 贪心 算法 关系 密切 。 例 如 , 求解 最 小 生成 树 问题 可 
以 看 作 求 解 拟 阵 的 最 大 权 独立 集 问题 , 从 而 可 以 自然 而 然 地 推出 Kruskal 算 法 。 又 如 , 求解 二 分 图 
最 大 匹配 和 最 小 树 形 图 可 以 看 作 是 求解 两 种 拟 阵 的 公共 独立 集 , 这 称 为 拟 阵 交 问题 。 拟 阵 交 能 够 
在 多 项 式 时 间 内 求解 ， 在 求解 多 个 互 不 相交 的 生成 树 等 许多 问题 中 会 用 到 。 


数值 计算 


= 三 分 搜索 、 黄 金 分 割 搜索 
它们 是 计算 拟 凸 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 的 简单 方法 。 与 三 分 搜索 相 比 ， 黄金 分 割 搜索 可 以 重复 利 
用 上 一 步 的 计算 结果 ， 减 小 计算 量 。 


m Karatsuba 法 、 快 速 傅 里 时 变换 (FFT ) 
高 精度 整数 和 多 项 式 的 乘法 运算 都 是 卷 积 运算 。 朴 素 的 计算 方法 需要 O(V) 时 间 , 而 利用 Karatsuba 
算法 只 需 O(N'”) 时 间 ， 利 用 快速 傅 里 叶 变 换 则 能 够 在 O(NlogN) 时 间 完 成 。 


数论 


m 离散 对 数 

离散 对 数 问 题 指 的 是 ， 给 定 整 数 a, b, m， 要 求 满足 qa=b(mod m) 的 最 小 非 负 整数 x。 利 用 Baby-step 
Giant-step 算 法 能 够 在 O( Vm ) 时 间 内 求 得 。 取 /为 Vm 附近 的 整数 ， 假 设 解 x=yk+z(0<z< 司 ， 如 果 
我 们 预先 计算 好 qa 的 表 ， 那 么 枚 举 y 的 时 候 就 可 以 通过 查 表 判 断 是 否 有 对 应 的 z。 


m Stern-Brocot 树 

Stern-Brocot 树 的 每 一 个 顶点 代表 一 个 有 理 数 区 间 , 可 用 于 给 出 无 理 数 的 既 约 分 数 近 似 。 它 的 根 是 
(0/1, 1/0)， 而 顶点 (a/b, cdH PA JLF (alb, (atc)/(b+q)) 和 ((atc)/(b+q), c/q)， 所 有 区 间 的 端点 都 是 
既 约 分 数 。 


搜索 


m o-B 剪 枝 

o-B 剪 枝 是 将 博弈 类 游戏 最 优 策 略 的 搜索 进行 有 效 优化 的 一 种 技术 。 游 戏 双 发 的 目标 都 是 令 自己 
的 得 分 尽量 大 , 所 以 如 果 发 现 当前 可 能 获得 的 分 数 比 已 经 找到 的 最 优 解 要 差 的 时 候 , 就 可 以 剪 枝 。 
利用 该 剪 枝 ， 通 常 可 以 将 搜索 的 节点 数 降 到 直接 搜索 的 平方 根 规模 。 
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数据 结构 


m 平衡 二 又 树 
平衡 二 又 树 是 不 论 进行 何 种 操作 , 总 能 通过 旋转 调整 等 保持 平衡 的 二 又 搜索 树 。 有 时 为 了 满足 某 
些 特殊 需求 ， 需 要 自己 实现 。 在 程序 设计 竞赛 中 ， 常 用 的 有 实现 起 来 相对 轻松 的 Treap 、Splay 和 


Scapegoat 等 。 


s 左 偏 树 、 斜 堆 
左 偏 树 和 和 斜 堆 都 支持 高 效 合 并 操作 、 且 实现 起 来 比较 简单 的 堆 。 


m 树 链 剖 分 
树 链 剖 分 是 处 理 树 上 查询 的 有 效 方法 。 对 于 一 颗 给 定 的 树 , 它 可 以 将 路 径 作为 节点 构造 一 棵 高 度 
不 超过 O(logn) 的 新 树 ， 从 而 实现 高 效 处 理 。 


字符 串 算法 


m KMP 算 法 、Aho-Corasick 算 法 
二 者 都 是 模式 匹配 算法 。KMP 用 于 完成 单 串 匹 配 ; 而 Aho-Corasick 能 够 在 线性 时 间 内 完成 多 串 匹 
配 ， 其 原理 是 通过 预 处 理 将 模式 串 转 成 自动 机 。 在 程序 设计 竞赛 中 ， 常 用 到 这 类 自动 机 。 


m Manacher 算 法 
Manacher 算 法 是 寻找 回 文子 串 的 算法 。 它 可 以 在 线性 时 间 内 求 出 以 各 个 位 置 为 中 心 的 最 长 回 文 的 
长 度 。 


= 语法 解析 
程序 设计 竞赛 中 也 经 常 出 现 要 求解 析 满足 给 定语 法 规则 的 字符 串 的 题目 。 相关 方法 有 基于 动态 规 
划 的 CYK 算 法 、 按 最 低 优先 级 的 运算 符 分 割 处 理 的 方法 、 构 建 递归 下 降 语法 解析 器 的 方法 等 。 
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